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Avant-propos

La présente série est destinée aux étudiants de troisieme année de Licence qui suivent
un parcours de mathématiques. Elle est composée de trois volumes, Intégration et
probabilités, Algébre et géométrie, Topologie et analyse, et elle couvre les notions
généralement enseignées sur ces thémes a ce niveau d’études.

C’est en troisieme année de licence que se constituent les bases a partir desquelles
un étudiant pourra, soit aborder un master de mathématiques appliquées ou de mathe-
matiques pures, soit préparer le CAPES de mathématiques. De nombreuses notions
nouvelles sont abordées et il est indispensable que I’étudiant les fasse siennes, se les
approprie.

Cette appropriation nécessite dans un premier temps une lecture attentive et une
bonne compréhension des résultats du cours, ainsi que des démonstrations qui les
justifient, des motivations et heuristiques qui les sous-tendent. L’acquisition de nou-
velles notions mathématiques ne saurait par ailleurs étre compléte sans une réelle
manipulation de ces nouveaux concepts de la part de I’étudiant. C’est pourquoi cette
série a le parti pris de proposer, outre un cours complet, une quantité importante
d’exercices corrigés. Ces exercices vont d’une application immédiate du cours a un
approfondissement de certains résultats. Ils sont un élément fondamental d’assimi-
lation et d’appropriation du contenu du cours. Rappelons a ce propos que chercher
un exercice est en soit trés formateur et que c’est justement cette recherche qui fait
progresser. En d’autres termes, il n’est guere souhaitable de se précipiter sur la solution
a la premiére difficulté...



X Mathématiques pour la licence : Algébre et géométrie 3°année

Dans ce tome consacré a I’algebre et a la géométrie, on s’est efforcé de présenter
toutes les connaissances et tous les outils qui constituent le socle de I’algebre et de la
géomeétrie.

Parlons d’abord de la forme : il s’agit pour nous, tout en évitant les générali-
tés excessives, d’utiliser les notions abstraites comme par exemple les quotients, qui
permettent d’arriver plus vite a I’essentiel. Les démonstrations sont détaillées, les
exemples nombreux. Quelques exercices sont insérés dans le fil du cours, ils Iillustrent
ou le prolongent. D autres exercices parfois un peu plus longs sont placés en fin de cha-
pitre. Tous les exercices sont corrigés. De courts problémes permettent d’approfondir,
d’ouvrir d’autres portes. Les corrigés des problémes sont disponibles sur le site de
Dunod : www.dunod.com.

On trouve une bonne partie de ce que doit connaitre un étudiant en mathématiques,
gu’il se destine a I’enseignement, a la recherche ou aux applications. Les chapitres
d’algebre concernent beaucoup I’algébre générale (anneaux, groupes) mais aussi des
compléments d’algébre linéaire et bilinéaire. Pour les chapitres de géométrie, on a
choisi une approche et un éclairage qui utilisent toutes les ressources de la premiére
partie du livre; c’est ainsi, par exemple, que la théorie des formes quadratiques est
constamment sollicitée pour une étude précise des faisceaux de cercles, des coniques.

Nous souhaitons enfin rappeler que cette série a vu le jour grace a notre ami Guy
Auliac. 1l en a concgu le projet et il est co-auteur des volumes d’Intégration et pro-
babilités, ainsi que d’Analyse. Malgré sa maladie, il a travaillé a ces ouvrages avec
I’enthousiasme, I’énergie et la compétence qui le caractérisaient. Il nous a maintenant
quitté et nous lui dédions ces livres.
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Chapitre 1

Theéorie des ensembles :
rappels et compléments

Nous n’avons pas I’intention de présenter ici une théorie mathématique rigoureuse
et complete. Il faudrait pour cela des prérequis de logique, un appareillage com-
plexe, choisir entre différentes axiomatiques... Nous nous bornerons a une partie de
la « théorie naive des ensembles », selon I’expression de Paul Halmds (voir [18]).

1.1 ENSEMBLES, APPLICATIONS

1.1.1. Ensembles

Acceptons la notion intuitive d’ensemble : un ensemble E est un objet mathématique;
si x est un objet mathématique, la relation d’appartenance x € E est soit vraie, soit
fausse, et les x pour lesquels elle est vraie sont appelés les éléments de E. Deux
ensembles sont égaux s’ils ont exactement les mémes éléments.

Un ensemble est défini en extension si on en donne la liste des éléments, liste mise
entre des accolades. Cas particulier : ) = {} est I’ensemble qui n’a aucun élément, on
I’appelle ensemble vide ; {0} est un ensemble qui a un élément : ) € {0}.

Il est défini en compréhension lorsqu’on définit ses éléments par une propriété, ex-
primée sous forme d’une proposition mathématique. C’est dans ce second cas qu’il
pourra étre utile de se poser la question : mon ensemble peut-il &tre vide ? Admettons
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qu’on connaisse I’ensemble des nombres entiers naturels N. On peut alors définir les
ensembles :

e P={neN|JkeN, n=2k}
e A={neN|n|60}
« 0={1,2,3,4,5,6,10,12,15,20, 30,60}
e Z={peN|(VneN,n|p=n=1loun=p)et(p#1)}
e Z={aeN|IeN, a?-19730* = -1}
Il est facile de voir que I’ensemble P est formé des nombres pairs, I’ensemble &2
est formé des nombres premiers, les deux ensembles A et O sont égaux, et quant a

I’ensemble Z, il n’est pas du tout immédiat de décider sil est ou non vide®. Mais étant
donné un nombre a, on peut décider rapidement s’il est, ou non, dans I’ensemble Z.

On appelle sous-ensemble d’un ensemble £, un ensemble F'telque:Vz € F, x € E,
et on écrit I C E. L’ensemble vide et £ lui-méme sont des sous-ensembles de E.

Remarques
» Un ensemble est défini en compréhension de la fagon suivante

A={ze E|p(x)}

et ses éléments sont a priori choisis dans un ensemble E, p étant une pro-
priété qui a un sens pour les éléments de E. Si on ne fait pas cette restriction,
on pourrait écrire :

A=Az |z ¢z}
et la proposition A € A risque de donner des maux de tétes : est-elle vraie,
mais alors elle est fausse ?...

 Autre remarque : un «vrai » logicien ne fait pas la différence entre des étres
mathématiques qui seraient des ensembles, d’autres qui n’auraient vocation
qu’a étre des éléments. Dans la «vraie » théorie des ensembles, tout est
ensemble.

1.1.2. Union et intersection de deux ensembles, produit cartésien

Si A et B sont deux ensembles, on définit leur union A U B et leur intersection AN B
par :

AUB={z|x€ A ou zec B} ANB={z|xz € Aetx € B}
Ce sont deux ensembles (et cela nécessite un axiome pour I’union, en vertu
de la remarque précédente, alors que I’intersection peut étre définie comme
{r € A |z € B}). Les opérations ainsi définies ont des propriétés bien connues

1. 1l est non vide : essayer avec a = 88526 et b = 1993.
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que nous ne détaillerons pas. Signalons également la définition de la différence
ensembliste

A\B={zxe€ A|x ¢ B}
et rappelons que la proposition A C B est une abréviationde AN B = A.Si A C B,
I’ensemble B \ A s’appelle le complémentaire de A dans B.

On va maintenant définir le couple (a, b) : c’est I’ensemble
(a7 b) = {a7 {av b}}

Cela permet d’obtenir I’équivalence :
(a,b) = (d', V) — (a=ad et b=1"b)

Ne pas confondre le couple (a,b) avec I’ensemble (la paire) {a,b}; avec notre
définition, le couple (a, a) désigne I’ensemble {a, {a}}. Cette définition des couples
peut paraitre inutilement abstraite, et elle masque la « symétrie » qu’il y a entre (a, b)
et (b,a).

Le produit cartésien? de deux ensembles est alors I’ensemble des couples :
Ax B={(a,b) |ac Aetb e B}

Enfin rappelons également que P(E) est I’ensemble de tous les sous-ensembles de
E. Il contient en particulier I’ensemble vide et E' lui-méme.

1.1.3. Relations, Applications

Des définitions :

» Une relation binaire R est un sous-ensemble de A x B; on écrit a R b plutdt que

(a,b) € R.
» Une application de A dans B est une relation f qui vérifie :

Va € A, db € B, afbd
et
Va € A, V(b V') € B x B, (afbetaft) = (b=1V)
Cela signifie qu’il y a toujours un b tel que tel que a f b et qu’il y a unicité de b. On
écrit :
fi A — B
a +— b= f(a)

On peut composer des relations, R C A x BetS C B x C en posant pour x dans
Aetzdans C':

(r,2) EReS <— Jye B (r,y) e Ret (y,2) €S

2. En I’honneur de René Descartes, qui a utilisé les couples de coordonnées pour repérer des points.



4 1 o Théorie des ensembles

Dans le cas ou R et S sont des applications, R e S est une application et :
z=ReS(x) «— JyeB y="R(z) et z=S5(y)

et donc R e S sera une application telle que R o S(x) = S(R(x)). On préfére en ce
casnoter z = R e S(x) = S o R(x), c’est ce qu’on appelle «la loi rond ».

L’ensemble des applications d’un ensemble A dans un ensemble B est noté B4
(chercher une justification de cette notation...). On peut alors définir les applications
injectives, surjectives et bijectives.

1.1.4. Familles, produit

On appelle famille indexée par un ensemble I, une application de I dans un ensemble
A. Onnote a; I’'image de i € I et (a;);cr la famille. 11 est possible bien sdr que les a;
soient eux-mémes des ensembles. Si (A;);cr est une famille d’ensembles, il existe un
ensemble qui est la réunion des ensembles A; ; on le note

A:U&

icl
et il est caractérisé par :
a €A < diel acA;

Si I est de la forme I = {iy,i2}, on retrouve la réunion traditionnelle de deux
ensembles. Si I est vide, la réunion est vide. Et si I est non vide, on peut définir
I’intersection de la famille :

B =()A4

iel
caractérisée par :
a€EB << VYiel, ae A

Il 'y a un peu de subtilité dans ces définitions : I’intersection d’une famille vide
I = () ne peut étre définie sans contradiction, (c’est lié a I’impossibilité d’accepter
I’existence de I’ensemble de tous les ensembles); bien sdr, I’intersection peut étre
vide, par exemple quand I’un des A; est vide, mais pas seulement dans ce cas...

De méme qu’on a défini le produit cartésien de deux ensembles, définissons le
produit d’une famille par :

[TAai={r-1—Jal r6) e A}

i€l el

Se donner un élément de ce produit, ¢’est finalement se donner une famille, indexée
par I, de la forme (a;);c; OU a; € A; pour tout ¢ € I, et si I a deux éléments, on
retrouve (moyennant une identification : laquelle ?), le produit cartésien habituel.
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Exercice 1.1. Examiner le role que joue () vis-a-vis des opérations d’union, intersec-
tion, produit cartésien. Déterminer

A@, (DA’ @@

Exercice 1.2. Déterminer P(0), P (P(0)), etc.

1.2 CARDINAL D'UN ENSEMBLE

On ne peut se contenter d’une définition circulaire comme « le cardinal d’un ensemble
est son nombre d’éléments ». Depuis Cantor, on procéde en gros de la fagon suivante :
on dit que deux ensembles sont équipotents s’il existe une bijection de I’'un vers
I’autre, et on conviendra que le cardinal d’un ensemble est la «classe » de tous les
ensembles qui sont en bijection avec lui.

Attention, on ne peut parler d’«ensemble de tous les ensembles» sans contradic-
tion. C’est pour cela qu’on a employé le terme un peu vague de classe.

1.2.1. Ensembles finis, infinis, dénombrables

Commencons par admettre qu’on a défini I’ensemble des nombres entiers N : cet
ensemble contient un élément noté 0 et tout élément n a un successeur, noté n + 1;
deux éléments qui ont méme successeur sont égaux, et 0 n’est pas un successeur. De
plus, N a la propriété de récurrence, que I’on peut énoncer ainsi : pour tout F C N,

ona

0eF

= F=N
{VneN, (neF=n+1€kF)

On peut alors définir dans N I’addition, la multiplication et la relation d’ordre
habituelle, que I’on appelle ordre naturel et que I’on note <. Nous ne détaillerons
pas ces constructions. En suivant la démarche proposée dans le cas général, on va
définir les ensembles finis, infinis, dénombrables :

« On dit qu’un ensemble A est fini s’il existe un entier n tel que A soit en bijection
avec {1,...,n}>.

« Un ensemble est infini s’il n’est pas fini, et dénombrable s’il est en bijection avec
N.

3. Notation qui représente bien sir I’ensemble {k e N| 1 < k <n}
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Dans le cas d’un ensemble fini £, I’entier n est appelé cardinal de £ et est noté
Card(FE).

Remarque : Cette définition a un sens, car on peut démontrer (par récurrence)
que si n # p, ’ensemble {1,...,n} et I’ensemble {1,...,p} ne sont pas en
bijection. On dit également que le cardinal de I’ensemble vide est 0.

On peut vérifier (voir par exemple la section suivante) que Q est dénombrable,
mais un théoreme célebre attribué a Cantor affirme que R n’est pas dénom-
brable.

Il est alors possible d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. Si E et I sont deux ensembles finis de méme cardinal, toute injection
(resp. surjection) de I’un dans I’autre, est bijective.

Avant de faire la démonstration, remarquons I’analogie avec le théoréeme qui
concerne les applications linéaires entre espaces vectoriels de méme dimension finie.

Démonstration. 1l convient d’abord de montrer que si F'’ est un sous-ensemble de F,
alors F” est fini, de cardinal inférieur a celui de F'. De plus, I’inclusion est stricte si
et seulement si Card(F’) < Card(F'). Ce lemme se démontre par récurrence sur le
cardinal de F': si Card(F') = 1, il est facile de déterminer tous les sous-ensembles
de F et de Vvérifier le lemme. Supposons la proposition vraie pour tous les ensembles
de cardinal n, et prenons F' de cardinal n -+ 1, une bijection permet de supposer que
F =1{1,...,n+ 1}. Soit F" un sous-ensemble strict de £'. On peut supposer, quitte a
composer par une bijection, que £ ne contient pas n+1, ainsi £ est un sous-ensemble

de {1,...,n}. Si cette inclusion est stricte, I’hypothese de récurrence s’applique, F’
est fini de cardinal strictement inférieur & n donc a n + 1. Sinon, F’ coincide avec
{1,...,n}, il est de cardinal n, strictement inférieur a n + 1.

Passons & la démonstration du théoreme, et soit f injective de F dans F'. Alors f(E)
est un sous-ensemble de F', qui est en bijection avec E, donc de méme cardinal que £
donc que F'. On en déduit que f(FE) = F et que f est surjective. Le lecteur terminera
la démonstration. O

1.2.2. Théoréme de Cantor-Bernstein

Il n’est pas toujours facile de définir une bijection entre deux ensembles. Le théoreme
suivant, qui n’est pas completement banal, permet de prouver que deux ensembles ont
méme cardinal.

Théoréme 1.2. Théoréme de Cantor-Bernstein. Soit A et B deux ensembles. On
suppose qu’il existe une application f injective de A vers B, et une application g
injective de B vers A. Alors A et B ont méme cardinal.

Démonstration. Commengons par observer que tout élément de A a au maximum
un antécédent par g. Et tout élément de B a au maximum un antécédent par f. Partant
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d’un élément a de A, on peut construire une suite, éventuellement finie des antécédents
successifs, par g puis par f, etc.

* Si cette suite est infinie, on dit que a est dans A ..
« Si elle est finie, mais s’arréte en un élément de B, on dit que a est dans A;.

 Sinon, elle est finie et s’arréte en A, ou elle est vide, (cas ou a n’a pas d’antécédent
par g), on dit que a est dans Ay.

On a ainsi défini une partition de A et on va en déduire une bijection ¢ de A dans B.
Sia € Agoua € Ay, on pose ¢(a) = f(a). Sia € Ay, il aun antécédent par g, et
on pose ¢(a) = g~!(a), notation un peu abusive pour désigner cet antécédent unique.
On peut définir de méme dans B trois ensembles B, B; et By.

e L’image de A, par ¢ estalors incluse dans B, puisque si a a une infinité d’antécé-
dents successifs, f(a) aussi, et tout élément de B, est I’image par ¢ d’un élément
qui a une infinité d’antécédents successifs : ¢ restreint a A, est donc bijective sur
Bwo.

» L’image de Ag est formée de f(a), ou a a un nombre pair d’antécédents successifs;
les f(a) ont donc un nombre impair d’antécédents successifs, donc f(a) est dans
By, et tout élément de B, est I’'image par ¢ d’un élément de Ay, pour les mémes
raisons; ¢ est bijective de Ay sur Bj.

» De méme, ¢ réalise une bijection de A; sur By.

En conclusion, ¢ est bien bijective de A sur B. O

1.2.3. Le théoreme de Cantor

Il s’agit de montrer que F et P(E) n’ont pas le méme cardinal.

Théoréme 1.3. Théoreme de Cantor. Il n’existe pas de surjection d’un ensemble £
dans I’ensemble de ses sous-ensembles P(E)

Démonstration. Supposonsque f : £ — P(FE) soit surjective. L’image d’un élément
de E est un sous-ensemble de £, et on peut donc considérer

F={zcE|z¢ f(x)}

Mais comme f est surjective, il existe y € E tel que ' = f(y). Siy € F, C’est
doncquey ¢ f(y) soity ¢ F', contradiction. L’alternative y ¢ F' conduit & la méme
impasse, car y doit vérifier y € f(y) = F, encore une contradiction. O

Il existe bien sOr une application injective de £ dans P(E), et on peut donc dire
que le cardinal de P(E) est strictement plus grand que le cardinal de E.

4. On pourra réfléchir a la phrase : le barbier de cette ville rase tous les hommes qui ne se rasent pas eux-
mémes, et ceux-1a seulement.
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Exercice 1.3. Montrer que P(F) est en bijection avec {0, 1} . En déduire le cardinal
de P(E) lorsque E est fini.

Exercice 1.4. Soit f I’application de N dans lui-méme définie par f(n) = 2n, et g
I’application de N dans lui-méme définie par g(n) = 3n. Décrire la bijection ¢ donnée
par le théoréme de Cantor-Bernstein. Si on échange les r6les de f et de g, que dire des
bijections correspondantes ?

Exercice 1.5. En utilisant le théoréme de Cantor-Bernstein, montrer que N est en
bijection avec N x N, puis que N est en bijection avec Q.

1.3 ENSEMBLES ORDONNES, BON ORDRE

1.3.1. Relations d’ordre

Parmi les relations, on va privilégier maintenant des relations binaires définies dans
FE x E, et pour commencer, consacrons-nous aux relations d’ordre.

Définition 1.4. Une relation binaire, notée < dans E est une relation d’ordre
si elle a les trois propriétés :
(1) Vz € E, T 3T (réflexivité)
@)V(z,y) e Ex E, (x <yety <z)= (z=1y) (antisymétrie)
B)V(z,y,2) e EXEXE, (x=<yety=z)=(r=2) (transitivité)

Avant de donner des exemples, donnons quelques définitions supplémentaires.

» Une relation d’ordre dans £ permet parfois d’ordonner les éléments comme les
points d’une droite. On dit qu’un ordre est total si

Viz,y) e ExE, (z=y ou y=ux)

c’est-a-dire si deux éléments quelconques sont toujours comparables. Une relation
d’ordre qui n’est pas totale est dite partielle.

e Unélément M de F estun majorantde A C E si
Ya € A, a=M
e «estle plus grand élément de A lorsque
a€ A et Ya € A, a=«
Et bien sar, on définit de méme minorant et plus petit élément. Deux notions un peu
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plus difficiles :

» sest borne supérieure de A si c’est le plus petit élément de I’ensemble des majo-
rants de A.

e un élément 1 de A est maximal si
Vae A,  (p=a)=(a=p)

Des exemples de relations d’ordre, de recherche de majorants, borne supérieures...
sont donnés en exercice.

1.3.2. Bon ordre

Autre vocabulaire, une relation d’ordre dans E est un bon ordre si on a la propriété :
Toute partie non vide de E admet un plus petit élément. C’est le cas de N, qui sert un
peu de modeéle, et de ses sous-ensembles. Une premiére remarque

Proposition 1.5. Un bon ordre est un ordre total.

Démonstration. 1l suffit de dire que toute partie de la forme {a, b} admet un plus petit
élément. n

En revanche, I’exemple de Z avec I’ordre naturel montre qu’un ordre total n’est
pas forcément un bon ordre. C’est également le cas de R™, avec I’ordre naturel : les
intervalles ouverts a gauche, par exemple, n’ont pas de plus petit élément.

Passons maintenant & des considérations un peu plus délicates. Un théoreme af-
firme :

Théoréme 1.6. Théoréme de Zermelo.
Tout ensemble peut &tre muni d’une relation de bon ordre.

Ce théoréme est un peu surprenant, si on pense a des ensembles « grands » comme
R, pour lequel I’ordre naturel n’est certes pas un bon ordre. En fait, ce théoréme résulte
d’un axiome que nous n’avons pas encore énoncé, et qui est nommé I’axiome du
choix.

Axiome 1.7. Axiome du choix
Tout produit [ [, ; A; d’ensembles non vides est non vide

Cet axiome est ainsi nommeé car il signifie qu’il existe f dans ce produit, c’est-a-
dire une application de I dans la réunion de A;, telle que f(i) € A; pour touti; on
dit que c’est une fonction de choix. Lorsque la famille est infinie, I’existence d’une
telle fonction n’est pas évidente : il s’agit de «choisir» d’un seul coup une infinité
d’éléments, sans forcément avoir un algorithme.
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Terminons avec un troisieme théoréme, encore équivalent aux deux énoncés précé-
dents :

Théoréme 1.8. Théoréme de Zorn
Soit E un ensemble tel que toute partie P de P(E) qui est totalement ordonnée admet
un majorant : on dit parfois que £ est inductif.

Alors E admet (au moins) un élément maximal.

On peut déduire les théoremes de I’axiome du choix, mais I’axiome est aussi impli-
qué par chacun des théorémes. On va I’admettre, mais donnons néanmoins un exemple
de démonstration : le théoréme de Zorn implique le théoréme de Zermelo.

Démonstration. Soit X un ensemble. On considére I’ensemble des parties de X qui
peuvent étre munies d’un bon ordre; si A est une telle partie, on notera (A, <) le
couple formé de cette partie et d’un bon ordre. Soit X I’ensemble de tous les couples
possibles. Cet ensemble est non vide (il contient I’ensemble vide et I’ordre vide, et,
si X est non vide, il contient les singletons), et il est muni d’un ordre partiel, le
prolongement : on dira que A et B deux parties bien ordonnées de X vérifient A < B
si A C Betsil’ordre de B prolonge celui de A, les éléments de B\ A étant tous plus
grands que ceux de A. Soit alors &2 une partie totalement ordonnée de X'. La réunion
des éléments de &7 est bien ordonnée et c’est donc un majorant des éléments de .
On en déduit que X’ contient un élément maximal M. Mais cet élément maximal est
X lui-méme, muni d’un bon ordre. En effet, siz € X \ M, ’ensemble {z} U M peut
étre muni d’un bon ordre (en prenant = supérieur a tous les autres éléments de M),
contredisant ainsi la maximalité de M. O

Reconnaissons qu’on n’utilise pas trés souvent ces énoncés. Donnons un des
exemples pour lesquels le théoreme de Zorn est incontournable.

Théoréme 1.9. Tout espace vectoriel sur un corps K admet une base.

Démonstration. E est un espace vectoriel et ¥ I’ensemble des systémes libres. On
peut ordonner ¥ par I’inclusion, et si C est un sous-ensemble totalement ordonné de
¥, il admet un majorant, qui est la réunion des ensembles de C : cette réunion U est
un systéme libre (car si un sous-ensemble fini de U donnait une relation de liaison,
ce sous-ensemble serait inclus dans un des éléments de C, contradiction) et c’est un
majorant de C. On en déduit que I’ensemble des systémes libres admet un élément
maximal : un tel élément B est une base; si en effet un vecteur x n’était pas dans
vect(B), I’ensemble B U {z} serait libre, contradiction avec la maximalit¢ de 5. O

Exercice 1.6. Justifier : I’unicité du plus grand élément, de la borne supérieure, (sous
réserve d’existence). Montrer que si A admet un plus grand élément, c’est également
sa borne supérieure. Donner un exemple ou la borne supérieure de A existe, mais n’est
pas plus grand élément de A.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

1.4 Relation d’équivalence, ensembles quotients 11

Exercice 1.7. Soit ) # A C R, ou R est muni de la relation d’ordre <. Montrer que s
est la borne supérieure de A si s Vérifie :

Ya € A, a<s
Ve > 0,da € A, s—e<a<s

Exercice 1.8. Montrer que tout ordre dans E est « isomorphe » (en un sens a préciser)
a I’inclusion entre des sous-ensembles de F.

1.4 RELATION D’EQUIVALENCE, ENSEMBLES QUOTIENTS

Une relation d’ordre introduit un ordonnancement, une hiérarchie, entre les éléments
de E. Au contraire, une relation d’équivalence est associée a un regroupement en
«classes ».

Définition 1.10. Une relation binaire dans E est une relation d’équivalence si
elle a les trois propriétés :

1) Vx € E, rRx (réflexivité)

@) V(z,y) € EXE, (zRy) = (yRx) (symétrie)

Q) V(z,y,2) e EX Ex E, (zRyetyRz)= (zRz) (transitivité)

La notion de relation d’équivalence est étroitement associée a la notion de partition :
une famille (E;);c; de sous-ensembles de E est une partition de F si :

¢ Uz‘eIEi:E-
« Vi,jel, (i#j)= (E;NE;=0)

On obtient alors la partition associée & une relation d’équivalence par :

Définition 1.11. A tout a € E, on associe sa classe d’équivalence :
a={be E|bRa}
et les classes d’équivalence forment une partition de E.

La démonstration estimmédiate, et le lecteur vérifiera sans peine qu’a toute partition
de E, on peut associer une relation d’équivalence. L’ensemble formé par les classes
d’équivalence s’appelle le quotient de E par R, il est noté E/R. Ce vocabulaire
s’explique aisément : on a divisé I’ensemble E en faisant des regroupements, dans le
quotient, des éléments équivalents sont considérés comme identiques. Ce passage au
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quotient est extrémement fréquent en algebre, nous en verrons des exemples dans les
chapitres suivants. Commencons par un exemple général, avec £ un ensemble muni
d’une relation d’équivalence R.

Définition 1.12. Soit f : E — F une application. On dit qu’elle est
compatible avec R si

¥(a,b) € E*,  (aRb) = (f(a) = f(b))

Si une application est compatible avec R, elle « passe au quotient» :

Proposition 1.13. Si f : E — F est une application compatible avec une rela-
tion d’équivalence R, il existe une unique application f : E/R — F telle que

fla) = f(@).

La vérification est directe : I’important est que f est bien définie par la relation ci-
dessus, par définition d’une application compatible. Si on appelle p I’application qui a
a associe @ (p est la projection),ona f = f o p.

Enfin, supposons que E soit muni d’une loi de composition, c’est-a-dire d’une
application :

ExE — E
(z,y) +— xxy

alors on dit que la loi est compatible avec la relation des que :

aRa

bR Y = (axb) R (a' xV)

Y(a,a',b,b') € E, {

On en déduit alors, comme ci-dessus, une loi de composition dans I’ensemble quo-
tient £//R, définie par :

axb=axb

On vérifie que cette définition a un sens.

Exercice 1.9. Que dire d’une relation qui est a la fois d’ordre et d’équivalence ?

Exercice 1.10. Soit 7" strictement positif. On suppose que R est la relation définie sur
R par

aRb <= a—-beZT
Que signifie qu’une application de R dans R est compatible avec R ? Caractériser de
la méme facon les fonctions paires.
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Exercice 1.11. Soit £ I’ensemble des relations définies sur E. On définit dans £ une
relation par :

R <S8 < (V(a,b) € E?, (aRb) = (aSh))

Montrer que c’est une relation d’ordre, et que £ posséde un plus petit élément et un
plus grand élément que I’on précisera.

1.5 RAPPELS D’ARITHMETIQUE ELEMENTAIRE

Donnons sans démonstration quelques notations et résultats d’arithmétique dans I’en-
semble Z des entiers relatifs.

1.5.1. Divisibilité, congruence

Si a et b sont des éléments de Z, on dit que « divise b, ou que b est un multiple de a
s’il existe k dans Z tel que b = ak. Cela s’écrit a | b. Restreinte & N, c’est une relation
d’ordre et alors :

alb < bZ CalZ

On dit que a et b sont congrus modulo n lorsque a — b est divisible par n. Cela s’écrit
a =b (mod n). Lacongruence modulo n est une relation d’équivalence et I’ensemble
des classes d’équivalence est noté Z /nZ. Cette relation de congruence est compatible
avec les opérations + et x de Z :

{a =d (mod n)

b=V (modn) :>a+b5a’_|_b/ (modn) et ab=d't/ (modn)

1.5.2. Bézout et Gauss

Deux entiers de Z sont premiers entre eux s’ils n’ont d’autres diviseurs communs que
let—1.0OnécritalorsaAb = 1. Il est équivalent de dire (c’est le théoréme de Bézout),
que I’équation ax + by = 1 admet au moins une solution (x, ) dans Z?2. Le théoréme
de Gauss relie divisibilité et nombres premiers entre eux :

{a|bc
=alc

aNb=1
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1.5.3. p.g.c.d. et p.p.c.m.

Si a et b sont dans Z, leur p.g.c.d. est I’entier naturel d défini par aZ + bZ = dZ, et
leur p.p.c.m. est I’entier naturel m défini par aZ N bZ = mZ. Le p.g.c.d. est le plus
grand diviseur commun en ce sens que si d’ divise a la fois a et b alors d’ divise d. De
la méme facon, m est le plus petit commun multiple. On écrit a A b = d pour désigner
le p.g.c.d. et deux nombres sont premiers entre eux si leur p.g.c.d. est égal a 1. On écrit
a V b = m pour désigner le p.p.c.m. Résultats utiles :

dd' € Z, a =d'd
anb=d « {3 €Z, b=0d
a AN =1

(a Ab)(aVb)=|abl

1.5.4. Nombres premiers

Un entier naturel p est premier s’il n’a pas d’autres diviseurs dans N que 1 et lui-
méme. L’ensemble &7 des nombres premiers est assez mystérieux, sujet de nom-
breuses conjectures; il y a une infinité de nombres premiers (résultat du a Euclide),
ils se raréfient mais on ignore par exemple s’il existe une infinité de nombres premiers
jumeaux, c’est-a-dire de la forme n,n 4+ 2 comme 11 et 13. Une autre propriété.

Proposition 1.14. Lemme d’Euclide.
Si p est premier, alorsp | ab=p |aoup | b.

Démonstration. Si p est premier et si a est dans Z, alorsp Aa = 1oup A a = p, car
pn’aque 1 et p comme diviseur dans N. Si donc p divise ab et ne divise pas a, il est
premier a a et, par le théoréme de Gauss, il divise b. O

EXERCICES

Exercice 1.12. Dans I’ensemble £ des relations binaires sur E, on définit la composi-
tion par :
aReSb < dce E,aScetcRb

C’est alors une opération toujours définie. Examiner ses propriétés : est elle asso-
ciative, commutative ? Le composé de deux relations réflexives I’est-il ? Et de deux
relations symétriques ? Transitives ?

Exercice 1.13. Si on note AAB I’ensemble (A \ B) U (B \ A), Vérifier que
(P(E),A,N) estun anneau commutatif, (avec A dans le réle de I’addition et N dans
le rble de la multiplication).
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Exercice 1.14. La relation dite équivalent entre deux suites est-elle une relation
d’équivalence ? Que dire des suites qui sont équivalentes a une suite stationnaire ?

Exercice 1.15. Soit R une relation réflexive sur E. On note R ! la relation définie
par tR 'y <= yRz.Onnote S larelation définie par :

xSy <= IneNxg,x1,...,2, |z =20R121R222 ... Rpxp =y

avec R; = R ouR~'. Montrer que S est la plus petite relation d’équivalence qui
contienne R. Comment interpréter S lorsque R représente « est I’enfant de » ?

Exercice 1.16. f et g sont deux applications de A dans B (resp. de B dans A). On
suppose que f o g est injective : peut-on affirmer que f ou que g est injective ? Méme
question avec surjective. On suppose maintenant que f o g = idgp et go f = id4.
Montrer que f et g sont bijectives et réciproques I’une de I’autre.

Exercice 1.17. Examiner les relations suivantes : sont-elles des relations d’ordre total,
partiel, y-a-t-il des plus petits ou plus grands éléments, majorants, bornes supérieures
pour E, pour une partie de F, des éléments maximaux ou minimaux ?

Les ensembles de nombres N, Z, Q, C pour I’ordre naturel (c’est-a-dire habituel...).
N pour la relation « divise ».
L’ensemble P(E) des parties d’un ensemble pour la relation d’inclusion.
N x N pour la relation d’ordre produit
(a,b) < (d,V) &= a<detb<V

puis pour I’ordre lexicographique :

(a,b) < (d/,V) <= a<doua=adethb<¥

PROBLEME
Le corrigé de ce probléme est disponible sur le site de Dunod : www.dunod.com.

1.1. MATRICE D’INCIDENCE, MATRICE DE MOBIUS

On considére un ensemble ordonné fini P, la relation d’ordre sera notée <. Soit n le
cardinal de P, on notera a1, ... a, Ses éléments. On appelle matrice d’incidence de
P toute matrice M de M,,(C) ayant la propriété :

Vi, 7, a; ;( aj = My j =0
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(1) Dans cette question, on suppose que n = 3. Décrire I’ensemble des matrices
d’incidence lorsque I’ordre est défini par

a; < a2 < ag, puis par az < ajetay < as
On suppose implicitement qu’il n’y a pas d’autre relations (a part bien sir a; < a;
pour tout 7).

(2) Montrer que I’ensemble £ des matrices d’incidence est un sous-espace vectoriel
de M,,(C) et qu’il est stable pour le produit. La matrice de I’identité est-elle une
matrice d’incidence ?

(3) On veut montrer que si une matrice d’incidence est inversible, alors son inverse est
aussi une matrice d’incidence. Cette question est plus difficile :

(a) On commence par supposer que I’on a :
.o 2 . .
V(i j) € {1,...,n}", a; <aj=>i<j
Démontrer qu’alors les matrices d’incidence sont triangulaires supérieures.

(b) Montrer que si une matrice d’incidence est inversible, alors son inverse est aussi
une matrice d’incidence. On pourra raisonner par I’absurde.

(c) Montrer que si P = {ay,as,...,a,} est muni d’une relation d’ordre, il existe
une permutation o de S,, telle que :

\V/(Zhj) € {1,...,7’1}2, Qg (4) <a0'(j) =1<]
En déduire le résultat dans le cas général.
(4) Soit Z = (; ;): ; la matrice définie par :
\V/(i,j)€{1,...,n}2, aiﬁaj:zmzo, aiéajizi,jzl

C’est donc une matrice d’incidence. Montrer qu’elle est inversible. On appelle
matrice de Mobius la matrice inverse Z 1. On notera m; ; I’élément d’indice
(i,4) de cette matrice.

(5) On suppose que P est I’ensemble {1, 2, ... ,n} muni de I’ordre naturel, et on note
a; = i. Décrire la matrice Z associée ainsi que la matrice de Mobius Z ~*.
(6) On suppose que P est I’ensemble {1,2,...,n} muni de I’ordre «divise », et on

prend encore a; = 4. Décrire la matrice Z associée. Montrer que les coefficients
de la forme m(k, ¢) vérifient :

- m(k,k)=1
- V(k,0)e{1,2,...,n}, k1= m(k,l) =0
- V(k0) € {1,2,....n}, (k[ Lk # 0) = 3 pgqem(k,d) = 0, la somme
portant donc sur les tous les d qui sont multiples de & et qui divisent £.
Vérifiez que ces relations suffisent a déterminer les coefficients n(k, ¢).
(7) On définit la fonction de Mobius sur N par :

p(1) =1,  p(pips...pe) = (—1)F, siles p; sont des premiers distincts
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et u est nul dans tous les autres cas. Montrer que
> wE) =0
sle

lorsque ¢ > 1. On utilisera la décomposition en facteurs premiers de ¢ et on

cherchera ses diviseurs. En déduire que, lorsque & | £ onam(k, ¢) = u (%)

(8) Démontrer la « formule d’inversion de Mdbius», lorsque (u,,) et (v,) sont deux
suites numériques :

n
un:Zvd <~ U”ZZ"”L(E)ud
dln din

(9) Sionnote ¢(n) le cardinal des entiers k de {1,2,...,n} qui sont premiers avec n
(¢ est I’indicateur d’Euler), montrer que :

o(n) =Y dp (%)
din
puis

e 11 ()

pEP.pln
ou P désigne I’ensemble des nombres premiers.

(20) Quel est I’'analogue de la formule d’inversion de Mébius lorsqu’on prend I’ordre
naturel au lieu de I’ordre divise ?

SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 1.1. Ona facilement AU( = A, AN () = (. De méme, () x A = {).
AP = {0}. En effet, A” est un sous-ensemble de

P(Ax0)="P0) = {0}

la seule relation définie dans A x () est (). Le résultat est le méme que A soit vide ou
non. Reste a savoir si cette relation est fonctionnelle : la phrase

Ve € A, dJy € B, xRy

est vraie si A est vide, si A et B sont vides, mais pas si A est non vide et B vide. Ainsi,
si A est non vide,

AV =0}, 00 ={0}, 0t=0
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Solution 1.2.

P0) ={0},  PH0Y) ={0.{0}}  P{0{0}}) = {0,{0}, {{0}}, {0, {0}}}

et on pourra continuer si on supporte ses innombrables accolades...

Solution 1.3. A une partie A de E on associe I’application de F dans {0, 1} appelée
fonction caractéristique, notée 1 4 et définie par :

1A($):1Six€A
la(z) =0siz ¢ A

L’application A — 14 de P(F) dans {0, 1} ¥ est bijective car a toute application f de
E dans {0, 1} correspond une seule partie de E, celle définie par A = £ ~1(1). Onen
déduit donc que, si F est fini, P(E) est de cardinal 2¢2*4(¥)_ On prolonge ce résultat
au cas infini : si X, (lire aleph zéro) est le cardinal de N, alors le cardinal de P(N) est
2% que I’on note ;.

Solution 1.4. Notons A = N, B = N. Pour qu’un entier ait un antécédent par f il
doit étre pair, pour qu’un entier ait un antécédent par g il doit &tre multiple de trois.
Ainsi, A est formé des entiers de la forme 23" m ou k > &, (avec m premier a 2 et
a 3) tandis que A; est formé des entiers de la forme 23 m ol k < k’. L’ensemble
Ao est réduit a 0. Ainsi ¢ est définie par :

0—0
2k 3K s k13K sik >k
2k 3k s 2k3K —1 sik <k

avec toujours m premier a 2 et 3. On peut vérifier que ¢ est bijective, en se contentant
par exemple de visualiser le passage de (k, k') a (k + 1,&") ou (k,k’ — 1) sur un
quadrillage. L’application réciproque est obtenue en échangeant les réles de A et B,
donc de 2 et 3.
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Solution 1.5. Il suffit de trouver une injection f de N dans N x N et une injection g
de N x N dans N. On peut prendre f(n) = (n,0) et, par exemple, g(n,n’) = 273"
Il est moins immédiat (et c’est inutile par le théoreme de Cantor-Bernstein) de décrire
une bijection : en utilisant que tout entier s’écrit de fagon unique comme une puissance
de 2 fois un entier impair : (n, m) — 2™(2m + 1) — 1 (le —1 pour ne pas oublier 0).
Il existe de méme une injection de N dans Q, donnée par n — % et une injection de
Q dans N x N, donnée par %’ — (2p, q) si p est positif, 2?; — (—=2p + 1,q) si p est
strictement négatif (en prenant I’écriture irréductible d’un rationnel).

Solution 1.6. Si « est le plus grand élément de A C FE et 8 aussi. Alors o et
sont dans A et a < (3, puisque /3 est plus grand élément, de méme 5 < « et par
antisymétrie, « = (3. Si A admet une borne supérieure, elle est donc unique puisque
c’est le plus petit élément de I’ensemble des majorants.

Soit maintenant A un sous-ensemble de £ qui admet un plus grand élément «. Par
définition du plus grand élément, « est un majorant de A. Si m est un majorant de A,
il est plus grand que tous les éléments de A, donc de « : « est le plus petit élément
de I’ensemble des majorants de A, c’est la borne supérieure de A. L’exemple dans
I’ensemble R des intervalles de la forme [a, b[ montre que la borne supérieure peut
exister sans qu’il y ait de plus grand élément.

Solution 1.7.
Va € A, a<s
Ve > 0,da € A, s—e<a<s

Supposons que s Vvérifie ces propriétés : la premiére indique que s est un majorant de
A. Soit M un majorant quelconque de A, alors s < M, sinon, en notante = s — M,
la seconde propriété impliquerait qu’il existe a € A vérifiants —e = M < a < s,
contradiction. On a montré que s est le plus petit des majorants. La réciproque se traite
de la méme fagon. Cette « propriété de la borne supérieure » s’utilise constamment en
analyse.

Solution 1.8. Si F est un ensemble ordonné, on peut commencer par définir les
segments initiaux par :

Vee E, () ={y € E|y < x}

On a ainsi défini une application ¢ de E dans P(FE), et cette application est injective :
si [ est un segment initial, il est égal & ¢(z) ou x est I’'unique plus grand élément de /.
Enfin,

r<y=>WVzeE z<z=2=<Y)
donc x < y = ¢(x) C ¢(y). On a ainsi un isomorphisme d’ensemble ordonnés,
c’est-a-dire une bijection qui conserve I’ordre.
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Solution 1.9. Une relation qui est a la fois d’ordre et d’équivalence est a la fois
symeétrique et antisymétrique : dés que xRy, on ayRz donc x = y. Comme la relation
est non vide (réflexivité), c’est I’égalité.

Solution 1.10. Une fonction f est compatible avec la relation R lorsque f(a) = f(b)
dés que 3k € Z, a = b+ kT. Cela signifie que f est périodique, T" est une période.
En particulier, f «passe au quotient», ¢’est-a-dire que I’on peut définir f de R/TZ
dans R par f(@) = f(a). Une fonction paire est une application compatible avec la
relation xRy <= = = ty.

Solution 1.11. Cette relation est en fait I’inclusion dans I’ensemble P(E x E). Elle
a donc un plus petit élément qui est la relation vide (jamais vraie) et un plus grand
élément qui est £/ x F, la relation toujours vraie.

Solution 1.12. Montrons que la composition est associative :

a((SeR)eT)b <+= IJcecE,a(SeR)cetcTh
< dce FE,dde€ E, aSdetdRcetcTbh
et la traduction de a(S e (R # 7)b est identique. Cette opération n’est pas commutative
deés que E est assez grand : prendre £ = {a, b}, R la relation réduite a (a,b) et S la

relation réduite & (b, a). Alors R e S et S o R différent.
Le composé de deux relations réflexives I’est car

Va, dec, aRcetcSa

il suffit de prendre ¢ = a. Si deux relations sont symétriques, leur composé ne I’est
pas forcément mais :
aReSb = dce E, aRcetcSh
= dce E, cRaetbSc
= bSeRa
Enfin, le composé de deux relations transitives ne I’est pas forcément, il suffit de batir

un contre-exemple. On pourra prolonger cet exercice en cherchant un élément neutre,
en définissant la relation réciproque d’une relation...

Solution 1.13. Pour vérifier les propriétés de ces opérations, il est pratique de se servir
des fonctions caractéristiques vues dans I’exercice 1.3 page 18. On a en effet :

lan = 1alp et laap=1a+1p—2x1anB
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formules que I’on vérifie en examinant tous les cas possibles. Il est alors plus
agréable de décider que les fonctions caractéristiques sont & valeur dans Z /27, d’ou
1aap = 14 + 15. On montre alors par exemple la distributivité par

Lanacy = lalpac =1a(lp+1¢)
LianB)aanc)y = lalp+1lalce
L associativité de la différence symétrique résulte alors du calcul :
Liaapac = laas+lc
= la+1p+1c

et le calcul de 144 (pac) donne le méme résultat. L’eélément neutre pour I’addition
A est () (dont la fonction caractéristique est constante nulle), I’élément neutre pour le
produit N est I’ensemble E tout entier. L’oppose de A est lui-méme.

Solution 1.14. Soit F I’ensemble des suites a valeurs réelles. Deux suites (u,,) et
(vy,) sont équivalentes lorsqu’il existe une suite (e,,) tendant vers O telle que :

VneN vp = (14 €,)up

Avec cette définition, I’équivalence n’est pas une relation d’équivalence... Il n’ y a pas
symétrie dans le cas ou v,, est nulle pour certaines valeurs de n sans que u,, le soit.
Mais il suffit de remplacer la définition par :

dngeN,Vn>ngeN vp = (1 4+ €p)up
pour avoir la symétrie, ng dépend des deux suites. Alors
1 €
Un = (L €nJun = un = 77 0n = (1‘ 1+"en>””

pour n suffisamment grand (car ¢,, tendant vers 0 sera différent de —1 pour tous les n
suffisamment grands). La réflexivité est immédiate, on prend pour ¢,, la suite constante
nulle. Pour la transitivité :

{vn = (14 €y)uy

wp, = (14 ¢€,)v,

= wy, = (1 + ey + €, + enel)up

Si une suite est équivalente a une suite stationnaire de limite non nulle ¢, alors
elle converge vers £. Réciproquement, si une suite converge vers £ non nul, alors
up = £+ €, = (14 G)L, et (uy,) est donc équivalente a la suite constante ¢. Par
contre, une suite est équivalente a la suite constante nulle si et seulement si elle est
stationnaire nulle.

Solution 1.15. La relation S contient la relation R, avec ce qu’il faut pour étre une
relation d’équivalence. Il faut comprendre que 1 RxoRx3 abrége x1Rxs et zoRx3.
La relation S est bien d’équivalence : elle est réflexive : onprendn = 1, R1 = R.
Elle est symétrique : si zSy, on a également ySx, on reprend la méme succession
dans I’ordre inverse, en changeant R en R ~!. Enfin, S est transitive : si 2Sy et ySz,



22 1 o Théorie des ensembles

il suffit de faire se succéder les deux suites pour relier z a z. Une relation d’équivalence
contenant R doit contenir tous les éléments de S : on peut formaliser davantage, en
faisant une récurrence sur la longueur des suites. Pour I’exemple proposé (en ajoutant
la réflexivité), on pourra interpréter S par « est de la méme famille que ».

Solution 1.16. Supposons f o g injective, et prenons a et a’ dans A. Si g(a) = g(a’)
alors f o g(a) = f o g(a’) d’ot a = a’. On a montré que g est injective. Supposons
maintenant f o g surjective. Alors un élément quelconque b de B a un antécédent b’
par f o g, b= fog(t), etbadmet g(b') comme antécédent par f, f est surjective.
Prenons A = B = N, g(n) = 2n et f(n) = [2] (ot [z] désigne la partie entiére de
x). Alors, fog = idy, g estinjective, f est surjective, aucune des deux n’est bijective.

Par contre, si fog = idg et go f = id4, f et g sont bijectives. Si b € B, il
a un antécédent unique par f, et comme b = f o g(b), cet antécédent est g(b) donc
g=f"

Solution 1.17.

 Pour I’ordre naturel, qui est total, une partie de N a toujours un plus petit élément,
elle admet un plus grand élément si elle est majorée. Toute partie de Z admet un
plus petit élément si elle est minorée, un plus grand si elle est majorée. Par contre,
il existe des parties de @ qui n’ont pas de plus grand élément ni méme de borne
supérieure bien qu’elles soient majorées; I’exemple le plus simple est celui de

A={zcQ|z*<2}

C’est ce «défaut» qui conduit a la construction des nombres réels. Dans R, toute
partie non vide et majorée admet une borne supérieure.

* Pour I’ordre divise, une partie comme {2, 3} n’a ni plus petit, ni plus grand élément.
Par contre, toute partie finie admet une borne supérieure, son p.p.c.m., et une borne
inférieure, son p.g.c.d. Attention, avec notre définition de la relation d’ordre divise,
N admet un plus petit élément 1 et un plus grand élément...0. On n’a donc pas
toujoursa | b = a < b.

* P(E) muni de I’inclusion a un plus petit élément () et un plus grand élément E.
L’ ordre n’est pas total (sauf si F est de cardinal 0 ou 1), et toute partie non vide de
P(E) aune borne supérieure qui est la réunion de ses éléments, une borne inférieure
qui est leur intersection.

» L’ordre produit est de facon immédiate une relation d’ordre, il n’est pas total, car
(1,2) et (2, 1) par exemple ne sont pas comparables. Il est instructif de visualiser cet
ordre : on représente les points a coordonnées entiéres dans le plan, et les couples
supérieurs au couple (a, b) sont dans un quart de plan limité par les droites = = a et
y = b, (en haut a droite) les éléments inférieurs sont dans un rectangle limité par les
mémes droites et les axes. On pourra facilement utiliser cette représentation pour
examiner les parties qui ont un plus grand élément, et pour justifier que toute partie
majorée admet une borne supérieure, que toute partie admet une borne inférieure.
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Parties non vides bien sdr.

En ce qui concerne I’ordre lexicographique, commencons par dire qu’il s’inspire de
I’ordre alphabétique : un mot commencant par A se place avant un mot commencant
par B, C,..., et si deux mots commencent par A, on compare les secondes lettres. Le
fait que I’ordre lexicographique est un ordre demande des vérifications. Montrons
par exemple la transitivité. On suppose que

(a,b) =% (¢,d) <= (a<c) (1) ou(a=cetb<d) (2)

(c,d) X (e, f) <= (c<e) (3) ou(c=eetd < f) (4)

Comme, dans chacune des hypothéses, les possibilités 1 et 2 (resp. 3 et 4) s’ex-
cluent, il suffit d’observer que ((1) et (3) ou (1)) et (4) ou ((2) et (3)) impliquent
a < e, puis que ((2) et (4)) impliquenta = e et b < f pour établir la transitivité.
L ordre lexicographique est total, et une preuve « géometrique » apparait si on utilise
une représentation graphique comme pour I’ordre produit. Cette fois, I’ensemble
des couples plus grands que (a, b) et I’ensemble des couples plus petits constituent
une partition de N x N. Pour conclure, c’est aussi un bon ordre, mais différent de
celui de N : il existe des sous-ensembles infinis qui ont un plus grand élément,
comme {0} x NU (1,0).
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Chapitre 2

Anneaux et corps

L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de I’addition et de la multiplication est
le prototype des anneaux. Le but de ce chapitre est de chercher comment on peut
généraliser & un anneau quelconque les propriétés de divisibilité de Z.

2.1 ANNEAUX, SOUS-ANNEAUX, IDEAUX

2.1.1. Définitions et exemples

Définition 2.1. Un anneau (A, +, x) est un ensemble non vide dans lequel on
a défini une addition + et une multiplication x telles que :
* (A,+) est un groupe commutatif d’élément neutre 0 4.

Y

» la multiplication est associative, distributive & gauche et a droite sur
I’addition, et posséde un élément neutre 1 4.

Si la multiplication est commutative, on dit que A est un anneau commutatif.

Les ensembles de nombres
ZCcDCcQCcRcCcCcH

(entiers relatifs, décimaux, rationnels, réels, complexes, quaternions) sont des anneaux
pour les opérations habituelles. Il existe beaucoup d’anneaux entre Z et Q, construits
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comme I’anneau des décimaux ou autrement, et beaucoup entre Z et C, comme I’an-

neau des entiers de Gauss Z|[i] que nous étudions dans un probléme en fin de chapitre.

Comme d’habitude, le produit a x b sera souvent noté par juxtaposition ab, aa s’écrira
2

a”, etc.

Un autre exemple d’anneau est I’anneau nul, qui ne contient que 0, les opérations
étant 0 + 0 = 0 et 0 x 0 = 0. Montrons le petit théoreme suivant :

Proposition 2.2. Dans unanneau,04 x a = a x 04 = 04 etsi A n’est pas I’anneau
nuI, OA 75 lA,

Démonstration.
O0aa = (04 +04)a=04a+04a donc Oga =04

en ajoutant I’opposé de 0 4a. Par ailleurs, si 14 = 04, alors pour tout a de I’anneau,
a=14a =04adonca = 04, etl’anneau A ne contient que 0 4. O

Beaucoup d’énoncés ne seront vrais que pour les anneaux non nuls. Autres
exemples d’anneaux :

* les anneaux résiduels de la forme Z /nZ, anneaux finis de cardinal n.

* les anneaux de matrices M,,(K) ou M,,(A), a coefficients dans un corps ou dans
un anneau commutatif, les anneaux d’endomorphismes d’un espace vectoriel.

« les anneaux d’applications d’un ensemble £ dans un corps (ou un anneau), pour les
opérations définies par :

frgror— fle)+g(z) et fxg:izr— flx)g(z)

« les anneaux de polynémes, a coefficients dans un anneau ou dans un corps commu-
tatifs.

Ces anneaux partagent beaucoup de propriétés avec I’anneau des entiers, mais... pas
toutes. Un des objectifs de ce chapitre est de « comprendre » les propriétés arithmé-
tiques de Z, et de chercher comment et a quel point elles peuvent se généraliser.

2.1.2. Inversibles et diviseurs de zéro

Un élément o d’un anneau est inversible s’il existe o' dans I’anneau tel que
aa”' = a~'a = 1. On dit également que c’est une unité. Dans un anneau non
commutatif, un élément peut n’étre inversible que a gauche ou que a droite : voir
des exemples en exercice. Rappelons également que le produit de deux éléments
inversibles a et b est inversible, d’inverse b~1a~!. 1l est donc immédiat que :

Proposition 2.3. L’ensemble A* des éléments d’un anneau qui sont inversibles est
un groupe pour la multiplication.
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Une propriété utile pour les calculs :

Définition 2.4. a € A est régulier a gauche si
V(z,y) € A%, (az=ay) = (z=y)

Cette propriété est mains forte que I’inversibilité car

Proposition 2.5. Sia € A est inversible & gauche, alors a est régulier a gauche.

Démonstration.

O

On peut également définir les éléments réguliers a droite, réguliers des deux cotés
(on dira simplement réguliers).

La notion « contraire » est également utile.

Définition 2.6. Un élément a d’un anneau A est un diviseur de zéro a gauche,
s’il est non nul, et s’il existe b non nul tel que ab = 0.

Proposition 2.7. a € A est non nul et non diviseur de zéro & gauche si et seulement
si il est régulier a gauche.

Démonstration. Supposons a non nul et non diviseur de zéro a gauche
V(bv)e A%,  ab=ab = alb-V)=0=b=10

et dans I’autre sens, si ab = 0, on a ab = a0, donc si a est régulier a gauche, b = 0 et
a n’est pas diviseur de zéro a gauche. O

Les mémes énoncés s’étendent au cas a droite.

L’ ensemble des réguliers peut contenir strictement I’ensemble des inversibles, ¢’est
par exemple le cas dans Z. Parmi les anneaux connus :

(1) Les inversibles de Z sont 1 et —1. Les éléments réguliers sont tous les éléments
non nuls.

(2) Les inversibles et les réguliers de Z/nZ sont les k oU k est premier a n.
(3) Les inversibles et les réguliers de M., (K') sont les matrices de déterminant non
nul.

La recherche des réguliers de M, (K) est proposée en exercice. Pour les inversibles
de Z/nZ, rappelons I’équivalence qui fait tout fonctionner :

I, EE =T (modn) <= 3K €Z UL kK —tn=1 < kAn=1
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d’apres le théoreme de Bezout. L'algorithme d’Euclide permet de trouver une solution
explicite rapidement. Par ailleurs, si £ A n = d avec d différent de 1 et de n, alors k&
est diviseur de zéro. En effet,

k=Fkd n=nd donc kn' =k'n soitkn/ =0
avec m’ # 0. On peut aussi utiliser I’exercice 2.1.

Terminons ces généralités par deux définitions :

Définition 2.8.
» Un anneau non nul est intégre s’il n’a pas de diviseur de zéro.
» Un anneau non nul est un corps si tous ses éléments non nuls sont inversibles.

Comme un inversible n’est jamais diviseur de zéro, un corps est intégre. Rappelons
le cas bien connu :

Proposition 2.9. L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est un nombre
premier p, on le note alors I,

qui résulte de I’examen des inversibles de Z/nZ évoqués ci-dessus.

2.1.3. Sous-anneaux, idéaux

Si A est un anneau, un sous-ensemble non vide B est un sous-anneau de A s’il est un
sous-anneau pour les mémes opérations, et avec le méme élément neutre 1 4 = 15
On vérifie facilement que :

Proposition 2.10. B est un sous-anneau de A si et seulement si
Y(z,y) € B, r+y € B, xy € B.
Vx € B, —z € B.
14 € B.

L’intersection d’une famille non vide (B;);cr de sous-anneaux de A est un sous-
anneau de A, ce qui permet de donner la définition :

Définition 2.11. Si A est un anneau et X un sous-ensemble non vide de A,
le sous-anneau de A engendré par X est I’intersection des sous-anneaux de A
qui le contiennent. C’est aussi le plus petit anneau de A qui contient X.

Par exemple, si A est I’anneau des fonctions définies sur R a valeurs dans R, le sous-
anneau des fonctions polynémes est le sous-anneau engendré par la fonction z — z,

1. Si An’est pas I’anneau nul, {04} n’est donc pas un sous-anneau de A.
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le sous-anneau des polynémes trigonométriques est le sous-anneau engendré par les
fonctions x — sinz et x — cos .

2.1.4. Morphismes

Comme on définit des applications linéaires, on peut définir des applications entre
anneaux qui préservent les opérations.

Définition 2.12. Soit A et B deux anneaux. Un morphisme d’anneaux est une
application f : A — B telle que, pour tout (a,b) de A2 :

fla+b) = fla)+ f(b),  flab) = f(a)f(b),  f(la)=1p

On vérifie facilement qu’on a également : f(04) = Op en calculant f(04 + 04).
Un exemple de morphisme de C[X] dans lui-méme : P(X) — P(X + a). Par contre
P(X) + P(X)? ne définit pas un morphisme d’anneaux. Remarguons qu’on ne peut
déduire f(14) = 15 de f(ab) = f(a)f (D).

Proposition 2.13. Soit f un morphisme d’anneaux de A dans B. Alors :
 Si C estun sous-anneau de A, f(C') est un sous-anneau de B.
* Si D est un sous-anneau de B, f~1(D) est un sous-anneau de A.

Deux cas particuliers, avec les mémes notations :

Définition 2.14. Le noyau d’un morphisme est Ker(f) = f~*(0) ; son image

estIm(f) = f(A).

L’ image est un sous-anneau mais pas le noyau car il ne contient pas 1 4 (sauf le cas
exceptionnel du morphisme nul dans I’anneau nul). De plus :

Proposition 2.15. Un morphisme d’anneaux f de A vers B est injectif si et seulement
si Ker f est réduit a {0}. Il est surjectif si et seulement si Im f = B.

2.1.5. Idéaux

Il se trouve que la notion de sous-anneau n’est pas la plus riche. La relation d’équiva-
lencea =b <= a — b € B n’esten général pas compatible avec le produit lorsque
B est un sous-anneau de A. Pour définir des quotients, il faut utiliser des idéaux et
méme des idéaux bilateres.
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Définition 2.16. Si A est un anneau, un sous-ensemble non vide Z s’appelle un
idéal & gauche (resp. a droite) si :

e Vx el Vyel, rt+yel et —xel
e Yae A, Vx €L, ax €T
o (resp.Va € A, Vz € 7, xa €T)

Définition 2.17. Z C A est un idéal bilatére si c’est a la fois un idéal & gauche
et un idéal a droite de A.

Bien sdr, dans le cas ou la multiplication est commutative, ces trois notions coin-
cident. Notons que {04} et A lui-méme sont des idéaux bilatéres. On les appelle
parfois idéaux triviaux.

Remarque : Un idéal est forcément un sous-groupe pour I’addition. En ce
qui concerne la multiplication, la contrainte est différente que pour un sous-
anneau, mais on ne demande pas que 1 4 soit dans I’idéal. D’ailleurs, si un
idéal & gauche Z contient un inversible a, la seconde propriété impose qu’il
contienne a~'a = 14, et en réappliquant cette méme propriété, il doit contenir
tout b1 4 ol b € A, 7 coincide avec A.

Pour prolonger la fin de la remarque :

Proposition 2.18. Un anneau A # {0} est un corps si et seulement si il ne contient
aucun idéal & gauche autre que 0 et lui-méme.

Démonstration. Si A est un corps, tout idéal non nul contient un inversible, donc
coincide avec A, par la remarque. Réciproquement, soit ¢ un élément non nul de A.
Alors Aa est un idéal a gauche, non nul donc coincidant avec A. Comme A contient
14, il existe a’ tel que a’a = 14, a admet un inverse a gauche. Comme a’ est non nul,
il existe a” tel que a”’a’ = 14. D’oU

a' = a//(a/a) _ (a//a/)a —a

a’ est aussi I’inverse a droite de a. On montre de méme qu’un anneau qui n’a aucun
idéal a droite non trivial est un corps. Par contre, il existe des anneaux qui n’ont aucun
idéal bilatére, mais qui ne sont pas des corps ; ¢’est par exemple le cas de I’anneau des
matrices carrées (n > 2) a coefficients dans un corps : voir I’exercice 2.4. O

Les sous-ensembles de la forme nZ sont des idéaux de Z, la vérification est immeé-
diate. Mais il y a plus :

Proposition 2.19. Les seuls idéaux de Z sont de la forme nZ.
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Démonstration. Nous avons déja noté que ce sont bien des idéaux (regarder en passant
les cas particuliers n = 0 et n = 1). La réciproque utilise la division euclidienne :
soit Z un idéal de Z, qu’on suppose non réduit & {0}. Alors Z contient des éléments
positifs (car s’il contient x, il contient aussi (—1)x), et comme N est bien ordonné, il
contient un plus petit élément strictement positif, noté n. Alors Z contient alors nZ,
par définition d’un idéal. Et si m € Z, on peut le diviser par n d’ou m = nq + r avec
0 <r<mn,etalorsr =m —nq € Z,donc r = 0 par le caractére minimal de n. O

2.1.6. Anneaux quotients

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser dans un anneau quelconque la construc-
tion faite pour I’anneau Z /nZ. A tout idéal Z bilatére on peut associer une relation =
définie par :

r=y <= r—yel

Proposition 2.20. = est une relation d’équivalence, compatible avec les opérations.

Démonstration.

(1) 0 € Z,d’ou laréflexivité. Si on suppose x = y, alorsx—y € Zdonc —(z—y) € Z
et y = x, larelation est symétrique. Enfin,

T=y x—yel B B
Y=z }:>{ y—zeT }:>(x y)+y—=2) el
et z = z, la relation est transitive.
(2) Si x = 2’ alors xy = 'y et si y = o/ alors 2’y = 2y puisque I’idéal est bilatére.
Et donc
— ! — ! [ SU S )
rT=rely=y s>xy=cy=ay
On vérifie de méme que :
r=rety=y =>c+y=2"+y

g

Il est alors possible de considérer I’ensemble des classes d’équivalence, c’est ce
qu’on appelle I’anneau quotient, noté A/Z, et de le munir d’une structure d’anneau :

Théoréeme 2.21.

» Les classes d’équivalence sont de la forme a + Z, abrégé en a s’il n’y a pas
d’ambiguité.

» Sionposea@+b=a+betab= ab, ces opérations sont bien définies.

« A/T estalors un anneau d’éléments neutres 0 et 1.

» L’application 7 : A — A/T définie par a — @ est appelée projection. C’est un
morphisme surjectif dont le noyau est Z.
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Démonstration.
e Sib=aqalorsilexistei € Ztelqueb —a =1id’ou b € a + Z, et réciproquement.
 La proposition précédente montre que :
a=detb=0=a+b=d +0V
ce qui montre bien la cohérence de la définition de la somme de deux classes. Il en
va de méme pour la définition du produit.

« C’est une simple écriture : les propriétés d’associativité, de distributivité, etc. de
I’anneau A sont transmises au quotient.

* La surjectivité découle de la définition du quotient. De plus, I’'image réciproque de
0 est I’ensemble des a tels que a = 0, c’est Z.

g

On vient de voir que le noyau de cette projection est I’idéal bilatere 7 ; c’est un fait
beaucoup plus général, le théoréme suivant fait le lien entre morphismes et idéaux.

Théoreme 2.22. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors, et les deux
premiers énoncés concernent soit les idéaux a droite, soit les idéaux a gauche, soit
les idéaux bilatéres :

* SiZ C Aestunidéal de A, alors f(Z) estun idéal de I’anneau f(A).

+ Si J C Bestunidéal de B, alors f~1(Z) est un idéal de A.

« En particulier, le noyau d’un morphisme d’anneaux est toujours un idéal bilatere.

Démonstration. Attention a la différence entre les deux cas, image directe et image
réciproque. Regardons le premier cas : Si j et j’ sontdans f(Z), b dans f(A), alors il
existe ¢ et i’ dans Z et a dans A tels que :

j= 1), " =f(), b= f(a)

Comme f est un morphisme et Z un idéal, on a:

j—i' = fi—1i) € f(Z), bj = f(ai) € f(T)
pour le cas idéal a gauche. Remarquer pourquoi I’image de Z n’est pas forcément un
idéal de B. La suite de la démonstration est immédiate. Enfin, le dernier point découle
de ce que {0} est manifestement un idéal bilatére. O

Nous allons terminer cette étude des anneaux quotients par deux théoremes impor-
tants. Le premier appelé théoréeme de correspondance permet de décrire les idéaux
d’un quotient.

Théoréme 2.23. Théoréme de correspondance. Soit A/Z un anneau quotient, ou
7 est bilatere. Alors, si on note 7 la projection, les idéaux (a gauche, a droite, bila-
téres) de A/Z sont les (), J décrivant I’ensemble des idéaux (a gauche, & droite,
bilateres) de A contenant Z.
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Démonstration. Ce sont des idéaux, car 7 est un morphisme surjectif. Si maintenant
K est un idéal de I’anneau quotient, alors 7 —! (K) est un idéal de A ; il contient Z car K
contient 0. De plus, comme T est surjective, K = «(7~1(K)). Enfin, si J est un idéal
de A contenant Z, on a 7= X(7(J)) = J :sia € n~Y(=(J)), alors w(a) € 7(J),
donc il existe j € J tel que a = j, soita — j € Z, mais on en déduit que a est somme
de deux éléments de 7 puisque 7 contient Z. On a donc 7~ (7(J)) C J, I'autre
inclusion est immédiate. En définitive, la correspondance décrite est bijective. O

Et le second théoréme :

Théoreme 2.24. Théoréme d’isomorphisme. Si f : A — B est un morphisme
d’anneau, alors :

A/ Ker(f) ~Im(f)

(=~ désigne un isomorphisme d’anneaux).

Démonstration. Décrivons cet isomorphisme, noté f : on pose f(a@) = f(a). Il faut
vérifier que cela de dépend pas du représentant choisi pour la classe de a :

a=b=a-beKer(f)= fla—b)=0= f(a) = f(b)
fla+b) = fla+b) = f(a)+ f(b) = f(@ + f(b)
idem pour le produit et pour I"image de 14,k s : C’est bien un morphisme d’an-
neaux. Il est surjectif par choix de I’ensemble d’arrivée, et injectif car son noyau est
I’ensemble des @ pour tous les a € Ker f, c’est donc {0}. O

Donnons un exemple. L’application P — P(i) de R[X] dans C est un morphisme
d’anneaux; il est surjectif (prendre un polynéme P du premier degré). Un polyndéme
P est dans le noyau si P(i) = 0. Mais comme P est a coefficients réels, s’il admet ¢
comme racine, il admet aussi —i, conjugué de : comme racine. Il est donc divisible par
(X —i)(X +1i) = X2+ 1, et réciproquement tout polyndme multiple de X2 + 1 est
dans le noyau. L’ensemble des multiples de X 2+ 1 est tout simplement noté (X2 +1).
On en déduit que :

R[X]/(X?*+1)~C
Cet exemple est trés important, il est a la base de I’étude des corps, et nous aurons
I’occasion d’y revenir dans le chapitre suivant.
2.1.7. Caractéristique d'un anneau
Puisque 1 4 estun élément de I’anneau A, celui-ci contientaussi 1 4+14, 14+14+14,

..., et leurs opposés. Ces éléments sont noteés 2.1 4, 3.14 ou par abus 2, 3,..., mais ils
ne sont pas forcément distincts. Plus précisément :
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Définition 2.25. Si A est un anneau, I’application & — k.14 de Z dans A
est un morphisme d’anneaux. Son noyau est de la forme nZ et n s’appelle la
caractéristique de A.

L application est un morphisme,
Ela4+K.14= (/C—l—k:/).lA et (k.lA)(k:/.lA) = (kk/).lA

et ce morphisme est rarement surjectif (quand I’est-il ?). On peut démontrer les pro-
priétés suivantes :

Proposition 2.26. Soit A un anneau de caractéristique n. Alors,
(i) sin =0, alors A est infini,
(ii) si A estintegre alors n = 0 ou n = p nombre premier.
(iii) si A est commutatif et n = p premier, alors :
f: A —A
a +—aP

est un morphisme d’anneaux (appelé « morphisme de Frobenius »).

Démonstration.

(i) Le théoréme d’isomorphisme dit que notre morphisme a une image isomorphe a
Z, qui est infini ; on dit que Z s’injecte dans A.

(if) Cette fois, en raisonnant par I’absurde, on voit que si A est de caractéristique
non nulle et non premiere, il contient un sous-anneau isomorphe a Z /nZ, qui n’est
intégre que si n est premier.

(iii) On commence par le lemme :

0 < k < p = pdivise (p> _rp=D.. . p-k+1)

k k!

p

En effet, dans I’égalité k! k:) =plp-—1)...(p— k+ 1), le nombre p divise le

second membre, et il est premier a k! lorsque & < p. On applique alors le lemme de
Gauss.
Si maintenant on consideére I’application a — a?, on a

D

(a+b)P = Z (Z) aP ok = aP 4 bP

k=0

tandis que (ab)? = aPbP. Remarquons que pour ces deux propriétés on utilise la
commutativité de I’anneau.

O
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2.1.8. Anneaux produits

Définition 2.27. Si A et B sont deux anneaux, on appelle anneau produit le
produit cartésien A x B muni des opérations :

(a,b) + (a/,b') = (a+a', b+ 1) et (a,b)(a’, V) = (ad,bb)

Il faut bien sOr vérifier que c’est un anneau. Cela n’offre pas de difficulté, et on
peut définir de méme le produit d’une famille d’anneaux. Attention, le produit de deux
corps n’est pas un corps : chercher les inversibles du produit R x R. Dans le méme
ordre d’idées, A x {Op} est un idéal bilatere de A x B, a une structure d’anneau
(isomorphe a A), mais n’est pas un sous-anneau de A x B, car il n’a pas le méme
élément neutre pour le produit.

Exercice 2.1. Soit A un anneau et a € A. Montrer que a est régulier a gauche si
et seulement si I’application = — ax est injective. En déduire que, dans les anneaux
finis, la notion d’élément régulier coincide avec la notion d’élément inversible.

Exercice 2.2. Déterminer dans I’anneau M, (K) les diviseurs de zéro, a gauche ou
a droite. On pourra utiliser des endomorphismes associés. Comparer I’ensemble des
inversibles et I’ensemble des réguliers.

Exercice 2.3. Soit A un anneau et a un de ses éléments. On appelle annulateur a droite
de a I’ensemble des éléments = de A tels que ax = 0. Montrer que c’est un idéal a
droite de A. Décrire I’annulateur d’un élément k de Z/nZ, puis I’annulateur a droite
d’une matrice M € M,,(K), décrire également I’annulateur a gauche.

Exercice 2.4. Dans I’anneau M, (K), montrer que les seuls idéaux bilatéres sont
I’idéal nul et I’anneau tout entier. On pourra utiliser les matrices de base £;;.

Exercice 2.5. Décrire les idéaux de Z/nZ.

Exercice 2.6. Dans I’anneau Z/nZ, rechercher s’il existe des éléments nilpotents,
c’est-a-dire dont une puissance est nulle.
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2.2 DIVISIBILITE

2.2.1. Vocabulaire

Examinons maintenant la relation de divisibilité dans un anneau commutatif; a partir
de maintenant, on préférera se limiter & un anneau commutatif intégre A : certaines
notions pourront étre définies dans des anneaux plus généraux, mais elles ont moins
d’intérét et des propriétés différentes.

Définition 2.28.

On dit que a et b sont associés s’il existe une unité v telle que a = bu. Cette
relation est une relation d’équivalence.

On dit que a | b (a divise b) s’il existe ¢ tel que b = ac. Ce n’est pas une
relation d’ordre : sia | betd | a, alors a et b sont associés.

Onditquea € A\ (A* U{0}) estirréductible si :
V(b,c) € A%,  (a=bc)= (be A*ouce AX)
Onditquea € A\ (A* U {0}) est premier si :
Y(b,c) € A%, (a|bc)=(a|boualc)

Une affirmation a vérifier dans cette définition : sia | betb | a, alors a et b sont
associés. En effet, il existe alors c et ¢’ tels que b = ca et a = bc’. On en déduit
a = acc. Si a estnul, b aussi, et a et b sont associés, sinon, par intégrité, cc’ = 1 eta
et b sont associés. Dans Z un nombre premier est irréductible (c’est la définition) mais
aussi premier dans le sens que nous venons de définir : c’est le lemme d’Euclide, voir
1.14 p. 14. C’est heureux.

Remarque : Dans le cas général, les deux notions sont différentes (voir par
exemple I’exercice 2.9. Cependant, un élément premier est toujours irré-
ductible : si a est premier et a = be, alors a | be. Donc, a | b (par exemple) et
b = ad. On en déduit : a = adc et I’intégrité prouve que 1 = dc, donc c est
une unité, et a est irréductible.

La relation de divisibilité peut aussi s’exprimer a I’aide des idéaux.

2.2.2. Idéaux principaux

Dans un anneau commutatif A tous les idéaux sont bilateres : on pourra se contenter de
parler d’idéaux, sans plus de précision. Comme I’intersection d’une famille d’idéaux
est un idéal, on peut définir I’idéal engendré par une partie S non vide de A : c’est
le plus petit idéal contenant les éléments de S, intersection de tous les idéaux qui
contiennent .S. On peut le décrire explicitement :
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Proposition 2.29. L’idéal engendré par .S est I’ensemble des b = Zle a;s; ou (s;)
et (a;) sont des suites finies quelconques d’éléments de S et de A. On le note souvent

(S).

Démonstration. Indiquons seulement les étapes : on Vérifie que (S) ainsi défini
est bien un idéal de A, qu’il contient S, et que tout idéal contenant S contient (5).
Remarquer I’analogie avec les sous-espaces vectoriels et les combinaisons linéaires.

O

En particulier, si .S est réduit a un élément s, I’idéal qu’il engendre sera appelé idéal
principal. On le notera (s) ou plus explicitement s A. On retrouve ainsi la notation déja
rencontrée dans Z, par exemple 27Z est I’idéal principal engendré par 2.

Proposition 2.30. Si A est un anneau commutatif intégre,
*alb < (b) C(a).
* aetbsontassociés si et seulement si (a) = (b).

e a € A\ (A U{0}) est irréductible si et seulement si (a) est maximal dans
I’ensemble des idéaux principaux différents de A.

e a€ A\ (A*U{0}) est premier si et seulement si :
V(b,c) € A?, (bc € (a)) = (be (a)ouce (a))

Démonstration.

* b=ac= bA = acA C aA etréciproquement, si (b) C (a), b € (a) donc il existe
c dans A tel que b = ac.

* On a déja vu que a et b associés équivaut a a | b et b | a simultanément, donc
équivaut a (a) = (b) par ce qui précede.

* Soit (b) tel que (a) C (b). Alors b | a. Comme a est irréductible, soit b est une
unité, soit b est associé & a. Dans le premier cas (b) = A, dans le second (b) = (a).
La réciproque se traite de la méme maniére.

* Supposons donc a premier. Alors, si be € (a), il existe m dans A tel que be = am et
a | be. Comme a est premier, a | b, par exemple, et donc b € (a). La démonstration
de la réciproque est analogue, c’est un simple jeu de traduction.

O
La proposition précédente améne naturellement a deux définitions :
Définition 2.31. Unidéal Z de A est dit premier s’il est différent de A et vérifie

la propriété :
V(b,c)c A%,  bcecI= (bcZoucel)

Définition 2.32. Un idéal Z de A est dit maximal s’il est maximal dans
I’ensemble des idéaux stricts de A.
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Ainsi, si a est premier, I’idéal (a) est un idéal premier. Un idéal (a) maximal est
forcément celui d’un irréductible. On peut alors énoncer le théoreme :

Théoréme 2.33.

* Unidéal Z est maximal si et seulement si A/Z est un corps.
* Unidéal 7 est premier si et seulement si A/Z est integre.

* Tout idéal maximal est aussi un idéal premier.

Démonstration. Dans le premier cas, on se sert du théoreme de correspondance
(théoreme 2.23, page 32) : comme Z est maximal, il n’y a pas d’idéal strictement
entre Z et A, donc A/Z ne contient pas d’idéal non trivial, c’est un corps.

Dans le second cas, on fait un petit travail de traduction. L’ intégrité dans le quotient,
qui s’écrit

Y(a,b) € (A/T)?, (@b=0) = (@=00ub=0)
est équivalente a
V(a,b) € A%, (ab € T) = (a€ZToubel)

Il faut remarquer qu’un corps et un anneau integre sont par définition non réduits a
{0}, dans les deux cas Z est différent de A.

La troisieme assertion du théoreme découle de ce qu’un corps est nécessairement
intégre. g

2.2.3. Le théoréme chinois

\oici un exemple important d’utilisation des quotients ; on commence par définir une
opération dans I’ensemble des idéaux.

Définition 2.34. Si A est un anneau commutatif, Z et 7 deux idéaux, leur
somme Z + J est I’ensemble des sommes d’un élément quelconque de Z et d’un
élément quelconque de 7.

Cette somme, analogue a la somme de sous-espaces vectoriels, est de fagon imme-
diate un idéal.

Théoreme 2.35. Théoréeme chinois. Soit A un anneau commutatif, Z et 7 deux
idéaux tels que Z + 7 = A. On a alors un isomorphisme d’anneaux

A/INT)~A/Tx AT
Démonstration. On part de I’applicationa — (a+Z,a+J)de Adans A/Z x A/ T

qui est un morphisme d’anneaux car obtenue a I’aide des projections. Son noyau est
formé des éléments de A qui se projettent en (0,0), c’est-a-dire qui sont dans Z et
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dans 7. C’estdonc I’idéal Z N 7. Reste a montrer la surjectivité. Soit (o« +Z, 5+ J),
on cherche a de A tel que a Vérifie

=a (mod7Z)

a=f (mod J)
OnutiliseZ+ J = Apourécrirel =x+youzxz eZetye J;onadoncy =1
(mod Z) etz =1 (mod ) il suffit alors de prendre a = 3 + ya. O

Remarque : La condition Z + J = A s’exprime en disant que les idéaux
sont étrangers. Par analogie avec le cas de Z, les relations d’équivalence
modulo un idéal s’appellent des congruences. Le théoréme chinois revient
donc a résoudre un systéme de congruences simultanées, c’est effectivement
ce qu’on trouve dans les mathématiques chinoises. Nous verrons une version
particuliére de ce théoréeme dans le cas ou A est un anneau principal.

Exercice 2.7. Opérations dans I’ensemble des idéaux. On suppose que A est un anneau
commutatif. Si Z et 7 sont deux idéaux de A, montrer que :

VI={cxecA|IneN, 2" e}

I:J={zxcA|zJCT}

définissent des idéaux. Comment définir le produit Z.7 de deux idéaux ? Examiner le
cas particulier des idéaux principaux. Montrer que siZ + J = A, ona

IJ=1InJ

Donner des exemples, par exemple dans Z.

Exercice 2.8. Montrer, a I’aide du théoréme de Zorn, que dans un anneau non nul,
tout idéal est inclus dans un idéal maximal. Ce résultat est parfois appelé théoréme de
Krull.

2.3 ANNEAUX PRINCIPAUX, EUCLIDIENS ET FACTORIELS

Continuons a étudier des cas particuliers d’anneaux, toujours en rapport avec la notion
de divisibilité.
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2.3.1. Anneaux euclidiens

Les anneaux euclidiens sont ceux pour lesquels il existe une division semblable a la
division euclidienne des entiers.

Définition 2.36. Un anneau A est euclidien s’il est commutatif, intégre et s’il
existe ¢ : A\ {0} — Ntelle que :
(1) bla= ¢(b) < ¢(a)
(2) Yaec A, Vbe A\ {0}, J¢,re A
a = bg+r
r = 0 ou ¢(r) < ob)

Remarque : L’application ¢ porte le nom de stathme (du mot grec signifiant
mesure) : on prend la valeur absolue pour Z, le degré pour K [X]. Notons que
la définition de la division euclidienne ne demande pas forcément I’unicité du
couple (¢, ) (que I’on appelle quotient et reste). Avec notre définition, il n’y
apasunicité danslecasde Z. 17 = 3 x 5+ 2 = 3 x 6 — 1 sont deux divisions
euclidiennes de 17 par 3. Il y aura unicité si on impose au reste d’étre positif.

Outre Z, un exemple d’anneau euclidien est fourni par K [X|] I’anneau des poly-
ndmes sur un corps commutatif, nous aurons I’occasion d’y revenir dans le chapitre
suivant.

Proposition 2.37. Dans un anneau euclidien, tous les idéaux sont principaux.

Démonstration. On mime la démonstration que I’on fait pour Z (cf. 2.19). Soit Z un
idéal, différent de I’idéal nul, et = un élément non nul de Z de stathme minimal (ne
pas oublier que les stathmes sont a valeurs entieres). Si maintenant = est un élément
quelconque de Z, on peut écrire z = zoq + r avec r = 0 ou ¢(r) < ¢(x(); comme
r = x—1x0q € Z, le choix de xy impose que = 0. En définitive x = zogetZ = (xo).

]

Cette propriété des anneaux euclidiens est essentielle, et conduit a la définition qui
suit.

2.3.2. Anneaux principaux

Définition 2.38. Un anneau (qui n’est pas un corps) est principal s’il est
integre, commutatif, et si tout idéal est principal, c’est-a-dire engendré par un
élément.

Les idéaux triviaux {0} = (0) et A = (1) sont en particuliers principaux, et nous
venons de voir que tout anneau euclidien est nécessairement principal. Il n’est pas
facile de trouver des exemples d’anneaux principaux qui ne sont pas euclidiens : voir
néanmoins I’exercice 2.17.
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Un premier résultat qui concerne les anneaux principaux.

Théoreme 2.39. Dans un anneau principal, un élément est irréductible si et seulement
si il est premier.

Démonstration. On sait déja qu’un élément premier est toujours irréductible. Soit A
un anneau principal, et p irréductible. Supposons que p | ab et soit Z I’idéal engendré
par p et a. On peut écrire :

I={z€A|TreATycA z=up+ya}

Comme I’anneau est principal, Z est principal, et il existe d tel que Z = dA. Donc p
et a qui sont dans Z sont des multiples de d. Comme p est irréductible, d est soit une
unité, soit un associé de p. Si c’est un associé de p, p divise a et c’est terminé; si c’est
une unité, alorsZ = Aet1 = zp + ya pour un = et un y de A. En multipliant par b
on voit que p divise b. Remarquer la ressemblance de la démonstration avec celle du
lemme de Gauss dans Z. O

Dans les anneaux principaux, les notions de premier et d’irréductible coincident.
Nous allons voir que c’est encore vrai dans la catégorie suivante d’anneaux, encore
plus générale.

2.3.3. Anneaux factoriels

Rappelons que dans I’ensemble des entiers, tout nombre se décompose de fagon unique
en produit de nombres premiers. C’est ce qu’on appelle parfois le « théoréme fonda-
mental de I’arithmétique ». Les anneaux qui ont cette propriété s’appellent anneaux
factoriels. Plus précisément :

Définition 2.40. Un anneau commutatif intégre est factoriel si tout élément non
nul et non inversible se décompose de fagon unique en produit d’irréductibles.

L’unicité s’entend a I’ordre prés et aux unités pres : par exemple dans Z, on ne
distingue pas 2 x 3 x 3 et —3 x 2 x (—3). Commengons par remarquer :

Proposition 2.41. Dans un anneau factoriel, un élément est irréductible si et seule-
ment si il est premier.

Démonstration. On sait déja que tout premier est un irréductible ; soit A un anneau
factoriel et a € A un élément irréductible. Supposons que a | be; cela signifie que
dans la décomposition en irréductibles de bc, il y a I’irréductible a (& une unité pres)
et donc que la décomposition en irréductibles de b ou de ¢ contient a, et donc a divise
bouc. O

Nous terminons par le théoréme principal de cette section : on sait déja que tout
anneau euclidien est principal, nous allons démontrer que tout anneau principal est
factoriel, ce qui montre la hiérarchie entre les trois notions.
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Théoreme 2.42. Tout anneau principal A est factoriel.

Démonstration. La démonstration est un peu délicate. Faisons un raisonnement
par I’absurde : soit £ I’ensemble des éléments = de A, non nuls ni inversibles, qui
ne se décomposent pas en irréductibles, et supposons que £ soit non vide. Alors,
§ = {(x) | = € &} estun ensemble non vide. Montrons que cet ensemble, muni
de la relation d’inclusion, admet (au moins un) élément maximal. En effet, (nouveau
raisonnement par I’absurde), si ce n’était pas vrai, on pourrait construire une chaine
infinie :
(1) & (22) & o & (2n) & -

ou les z; sont dans £. Alors I’ensemble U = J,,5, (x,,) est un idéal : si a et b sont
dans U, il existe un certain n tel que a et b soient tous les deux dans (z,,), donc
a+b e (x,) C U, méme raisonnement pour I’autre propriété. U est donc principal,
c’est-a-dire qu’il existe x € Atel que U = U,,», (zn) = (2).

Mais alors, z est dans (J,,»(zn), donc € (zy,) pour un ng, et donc alors
() = (zp,) et Un>1(l’n) = (zp, ), ce qui est absurde au vu des hypothéses.

Soit donc (x) maximal dans §. Alors x( n’est pas inversible, ni irréductible (sinon
il se décomposerait en produit d’irréductibles) dont il peut s’écrire zo = ab et donc
(zo) C (a), (xg) C (b). Les inclusions sont strictes puisque ni a ni b ne sont associés
a xg. Par maximalité, a et b ne sont pas dans £, donc se décomposent en irréductibles,
mais alors x( aussi se décompose en irréductibles, il y a contradiction.

Il faut maintenant montrer I’unicité. Commengons par remarquer que si p est
irréductible et si u est une unité, alors pu est irréductible. Supposons maintenant
que:

p1p2---Ps = 41492 .. .4y

Notre objectif est de montrer que » = s et que les p; sont égaux, a I’ordre et a
des unites pres aux g¢;. Pour cela nous allons utiliser le théoréme qui dit que dans
un anneau principal, tout irréductible est premier. On peut alors en effet dire que ¢
divisant le produit py ... ps, divise un des p;, et, par irréductibilité des p;, on peut
écrire que g1 = p;u oU u est une unité. On peut alors simplifier et reprendre le méme
raisonnement. A la fin, on aura r = s car un irréductible n’est pas un produit d’unités.

O

Nous sommes maintenant au sommet de la hiérarchie : les anneaux pour lesquels le
théoréme fondamental de I’arithmétique est vrai sont les anneaux factoriels. Dans le
chapitre suivant, on rencontrera des anneaux qui sont factoriels sans étre principaux;
ainsi les trois notions anneaux euclidiens, anneaux principaux, anneaux factoriels sont
bien distinctes.

Venons-en maintenant aux propriétés arithmétiques des anneaux principaux et fac-
toriels.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

2.3 Anneaux principaux, euclidiens et factoriels 43

2.3.4. Pg.c.d, p.p.c.m,, relation de Bezout

Définition 2.43. Si A est un anneau commutatif integre, on dit que a et b
admettent un p.g.c.d. d si d est un diviseur commun de a et de b et si

Vé e A, (0 |aetd]|d) = (0] d)
On dit que a et b admettent un p.p.c.m. m si m est un multiple commun de a et

de betsi
Vpe A, (blpetalp) = (m]|p)

Remarque :

1l n’y a pas en général unicité du p.g.c.d. et du p.p.c.m. : si d est un p.g.c.d.
de a et b, les autres sont les associés de d, idem pour le p.p.c.m. On note
néanmoins d = a Ab, et m = a \V b, en ayant choisi un représentant ; dans le
cas de Z par exemple on choisit le représentant positif, dans le cas de K[ X]
on peut choisir le représentant unitaire.

e Lep.g.c.d. et le p.p.c.m. n’existent pas toujours, mais si le p.p.c.m. existe,
alors le p.g.c.d. aussi : voir exercice 2.10.

» On définit de la méme facon le p.g.c.d. et le p.p.c.m. de plusieurs éléments.

L’existence des p.g.c.d. et des p.p.c.m. est assurée dans les anneaux principaux
et factoriels. On pourrait se contenter d’étudier le cas factoriel, mais I’étude du cas
principal est intéressante pour elle-méme.

Proposition 2.44.

* a et badmettent m comme p.p.c.m. si et seulement si (a) N (b) = (m).

» S’il existe d tel que (a) + (b) = (d), alors a et b admettent d comme p.g.c.d.

« En particulier, si A est un anneau principal, il existe toujours p.p.c.m. et p.g.c.d.

Démonstration. Remarquer que les énoncés concernant p.p.c.m. et p.g.c.d. différent.
Pour le p.p.c.m, I’ensemble (a) N (b) est exactement I’ensemble des multiples com-
muns de a et de b. S’il est de la forme (m), m est un multiple commun et tout multiple
commun est multiple de m, qui est donc bien le p.p.c.m. Réciproquement, I’existence
du p.p.c.m. dit exactement que I’ensemble des multiples communs de a et de b est de
la forme (m).

Supposons que (a) + (b) = (d). Alors a € (a) + (b) = (d), donc a est un multiple de
d, de méme b est un multiple de d. De plus, d € (a) + (b) donc il existe deux éléments
u et v de Atels que d = au + bv et si § divise a et divise b, alors § divise d. 1l n’y a
pas équivalence : dans I’anneau Z[X], 2 et X on pour p.g.c.d. 1 mais (2) + (X)) n’est
pas égal a (1) = Z[X], puisqu’il est formé des polyndmes dont le terme constant est
pair. Cela montre en particulier que I’anneau Z[X ] n’est pas principal. Nous verrons
dans le chapitre suivant qu’il est néanmoins factoriel.

Dans un anneau principal, (a) N (b) et (a) + (b) sont des idéaux, donc sont principaux
et I’existence des p.p.c.m. et p.g.c.d. est assurée. O
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Plagcons nous dans un anneau principal. L’égalité au + bv = d de la démonstration
précédente s’appelle relation de Bezout.

Proposition 2.45. Propriété de Bezout. Si A est principal, alors
(aNb=4d) = (A(u,v) € A%, au+bv = d)
De plus,
(anb=1) = (3(u,v) € A%, au+bv=1)

Démonstration. Compte-tenu de la démonstration précédente, il reste a démontrer
que, s’il existe u et v tels que au+bv = 1, alors a Ab = 1. Si en effet d est un diviseur
commundeaetdeb, onaa =a'd, b="bdetl = d(a'u+b'v), destdonc inversible.
Les seuls diviseurs communs sont les inversibles, dont 1 est un représentant. O

Comme dans le cas des entiers, si a A b = 1 on dit que a et b sont premiers entre
eux. On observera que cela équivaut a dire que les idéaux (a) et (b) sont étrangers,
voir 2.2.3..

Corollaire 2.46. Lemme de Gauss. Soit A un anneau principal. Alors
a | be
= alec
aANb=1

Démonstration. On utilise une relation de Bezout au + bv = 1 et en multipliant par
¢, acu + bev = ¢, a divise le premier membre donc a divise c. O

Regardons maintenant ce qu’il se passe si I’anneau A est factoriel. On a encore :

Proposition 2.47.
e Si A est factoriel, le p.g.c.d. et le p.p.c.m. existent toujours.
» Si A est factoriel, le lemme de Gauss est satisfait.

Démonstration. Commencons par utiliser un vocabulaire treés pratique. Dans un an-
neau factoriel A, si p est unirréductible, on appelle valuation associée a p I’application
v, de A\ {0} dans N qui atoutz € A associe I’exposant de p dans la décomposition de
x en irréductibles. Notons P I’ensemble des irréductibles, la factorialité de A permet
d’affirmer :

V(z,y) € A%, (z]y) = (Vp € P, vy(x) < vp(y))
On peut alors démontrer le théoréme.
» On utilise la décomposition en irréductibles de a, b et

a=u H p”p(a)7 b= u/ H p”p(b)

peP peP
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ou u et u’ sont des unités. P est la réunion des irréductibles intervenant dans la
décomposition de a et b . Alors, par unicité de la décomposition en irréductibles,
si 6 est un diviseur de a, il sécrit & = u” [[,cpp™® ol v,(5) < vp(a). Si
d est un diviseur commun, on aura donc v,(d) < inf(vy(a),v,(D)), et le cas ou
vp(0) = inf(vy(a),v,(b)) pour tout p € P, donne un diviseur commun qui a les
propriétés du p.g.c.d. De méme, le choix sup(v,(a), v, (b)) donne le p.p.c.m.

* Prenons les mémes conventions de notation. On suppose que a | bceta A b = 1.
Il faut montrer que a | c¢. Comme a | be, on a vy(a) < vp(b) + vp(c) pour tout
p. Si p divise a, v,(a) > 0, mais comme a A b = 1, on a alors v,(b) = 0 et
I’inégalité précédente implique v, (a) < v,(c). On a bien v,(a) < vp(c) pour tous
les diviseurs irréductibles de a et a divise c.

O

Dans le cas d’un anneau principal, on a donc deux démonstrations différentes, I’une
utilisant les propriétés des idéaux principaux, I’autre utilisant la décomposition en
irréductibles.

Il existe une circonstance ou I’on peut comparer ces deux approches, c’est le cas
ou I’anneau est non seulement principal mais euclidien : on sait qu’on peut alors
déterminer le p.g.c.d. (et les coefficients d’une relation de Bezout) gréace a I’algorithme
d’Euclide, extrémement efficace (le nombre d’étapes dans I’algorithme d’Euclide pour
le couple (a,b), a > b, est de I’ordre de In(b)). Alors que la décomposition en
irréductibles peut étre un probleme trés compliqué, et souvent d’un codt en calcul
élevé, méme dans le cas de Z.

Exercice 2.9. Soit Z[iv/3] le sous-anneau de C engendré par i+/3.
(1) Montrer que

Z[iV3] ={2€C|3acZ,3IbEZ, z=a+ibV/3}
et généraliser aux sous-anneaux engendrés par v/d ol d est un entier (positif ou
négatif) qui n’est pas un carré.
(2) Montrer que I’application N définie par N : z = a + ibv/3 — |z|? est un
morphisme pour le produit, a valeurs dans N. En déduire les unités de Z[i+/3].

(3) Montrer que 4 admet dans cet anneau deux décompositions distinctes en irréduc-
tibles. \VVérifier que 1 + /3 est irréductible mais pas premier.

Exercice 2.10. Soit A un anneau commutatif integre. On suppose que a et b non nuls
ont un p.p.c.m. m. Montrer qu’ils ont un p.g.c.d. d et que md = ab (a une unité pres).
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Exercice 2.11. Soit A un anneau principal et a1, as, ..., a, des éléments premiers
entre eux deux a deux. Montrer le théoréme chinois (version anneau principal) :

Af(arag...an) = Af(a1) x Af(az) x ... x A/(an)
On sera conduit a démontrer que I’hypothése implique

k k
=1 i=1

EXERCICES

Exercice 2.12. Soit A I’anneau des fonctions continues de R dans R, muni de I’ad-
dition et du produit des fonctions. Déterminer quel est I’ensemble des éléments inver-
sibles, donner un exemple de diviseur de 0 et de fonction qui n’est ni inversible, ni
diviseur de zéro.

Exercice 2.13. Soit A un anneau non nul tel que 22 = 2 pour tout = de 4. On dit que
A est un anneau de Boole.

(1) Montrer que pour tout z de A,ona: x + = = 0 (A est de caractéristique 2), puis
que A est commutatif.

(2) Montrer que A ne peut avoir exactement 3 éléments. Quel peut-étre le nombre
d’éléments d’un anneau de Boole fini ?

(3) Trouver des exemples d’anneaux de Boole.

Exercice 2.14. A est un anneau commutatif intégre, S est un sous-ensemble stable
pour le produit et ne contenant pas 0 mais contenant 1. On dit alors que .S est multi-
plicatif, et on définit une relation dans A x S par

(a,8)R(d’,s') < as’' —a's=0
(1) Montrer que c’est une relation d’équivalence.

(2) Onnote S—! A I’ensemble quotient et % la classe de (a, s). Montrer que ST1A est
un anneau pour les lois + et x définies par :

a b at+bs a b ab

h i t = A

s 1 st st st
(ne pas oublier de vérifier que ces opérations sont bien définies).
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(3) Vérifier que S = A\ {0} est une partie multiplicative, et qu’alors S~ A est un
corps contenant un sous-anneau isomorphe canoniquement a A. Reconnaitre le cas
A=7Zet A= K[X]. Onditalors que S~!A est le corps des fractions de A.

(4) Montrer que si Z est un idéal premier de A, S = A\ Z est une partie multiplicative.
Décrirelecasou A = ZetouZ = (2).

Exercice 2.15. On rappelle que les inversibles de Z/nZ sont les classes k ol k est
premier a n. Le nombre des entiers k telsque 1 < kK <n — 1etk An = 1 estnoté
#(n), c’est I'indicateur d’Euler. Rechercher les inversibles de Z/p*Z. En utilisant le
théoréme chinois (cf. I’exercice 2.11), dénombrer les inversibles de Z/nZ, et donner
une formule explicite pour ¢(n).

Exercice 2.16. Soit A I’anneau Z[i/5]. (cf. I’exercice 2.9). Si z € A, on rappelle que
I’application norme N : z ~— |z|? est un morphisme multiplicatif de A dans N.

(1) Chercher les éléments inversibles (unités).
(2) Déterminer les diviseurs de 9. Préciser lesquels sont irréductibles.

(3) Trouver des éléments irréductibles qui ne sont pas premiers. En déduire que A
n’est ni principal ni factoriel.

(4) Trouver deux éléments qui admettent un p.g.c.d. mais qui n’ont pas de p.p.c.m.
(5) Trouver deux éléments qui n’ont ni p.g.c.d., ni p.p.c.m.

Exercice 2.17. Soit 5 = 1=5/19 et A = 73], le sous-ensemble de C formé des
combinaisons linéaires a coefficients entiers de 1 et de 3.

(1) Montrer que
B=B+5=0
et que A est un sous-anneau de C stable par conjugaison.
(2) Chercher les unités (éléments inversibles) de A.

(3) On veut montrer que A n’est pas euclidien. Pour cela, on suppose qu’il existe une
division euclidienne associée a une application (stathme) ¢. Montrer qu’il existe
2o différent de 0 et de £1 tel que ¢(zp) soit minimum.

(4) Démontrer que A/(zq) est de cardinal 2 ou 3.
(5) Montrer que I’équation

2 —r+5=0
n’a pas de racine dans IF, ou Fs.
En déduire que A n’est pas euclidien.
Remarque : on peut démontrer que A est cependant principal. Voir par exemple
[21].
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PROBLEMES
Les corrigés de ces problemes sont disponibles sur le site de Dunod : www.dunod.com.

2.1. LES ENTIERS DE GAUSS

Onnote G I’ensemble Z[i] = {z € C | Ja € Z,3b € Z, z = a + bi}.
(1) Veérifier que G est un anneau commutatif isomorphe au quotient Z[X]/(X 2 + 1).

(2) Montrer que z = a + bi — N(z) = |2|?> = a? + b? est un morphisme pour le
produit de G dans N. En déduire les unités (éléments inversibles) de G. On pourra
se référer a I’exercice 2.9.

(3) Montrer que G est un anneau euclidien pour le stathme N. On pourra montrer que
si a et b #£ 0 sontdans G, il existe g dans G tel que :
a
- —q| <1
) b q‘
Puis on posera r = a — bg. On pourra s’aider d’une représentation graphique. Y a
t-il unicité du quotient et du reste ?

(4) Soit a € G*. Montrer que si N (a) est un nombre premier, alors a est un irréduc-
tible de G.

(5) Soit z = « + i un irréductible de G, ou ni « ni 3 ne sont nuls. Montrer que
p = o + (32 est premier dans Z. On pourra utiliser le fait que p = 2Z et vérifier
que Z est aussi irréductible dans G.

(6) Montrer que les irréductibles de G sont :
+ Les o + i tels que o + 3% = p soit un nombre premier de Z.
» Les premiers de Z qui ne peuvent s’écrire comme somme de deux carrés (il en
existe : 3, 7,...), et leurs associés.
(7) Montrer I’équivalence des trois énoncés, pour p premier différent de 2 :
* p=1 (mod 4)
* pnon premier dans G.
e —1 carrédans Z/pZ.
» p est somme de deux carrés dans Z.

(8) Déterminer parmi les éléments de G de partie réelle et de partie imaginaire dans
[0, 3], lesquels sont irréductibles. Donner une décomposition des réductibles.

2.2. LES SOUS-ANNEAUX DE Q

Ce probleme a pour objectif de décrire tous les sous-anneaux de Q. On note A un tel
sous-anneau (non nul), et D I’ensemble des dénominateurs des éléments de A dans
leur écriture irréductible. C’est un sous-ensemble de N*.
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(1) Quel est I’ensemble D lorsque A = D, anneau des nombres décimaux ?
(2) Montrer que d € D si et seulement si é € A

(3) Montrer que D est stable pour le produit (propriété 1), puis montrer que si d est
un élément de D, alors tous les diviseurs (dans N) de d sont dans D (propriété 2).

(4) On suppose que D est une partie de N* qui a les propriétés 1 et 2. Vérifier que

AZ{JJEQ|3p€Z,q€D, pquletng}

est bien un sous-anneau de Q.

(5) Soit P I’ensemble des nombres premiers. Si D est associé & un anneau A, on note
O I’ensemble des diviseurs premiers des éléments de D. Montrer que d € D si, et
seulement si ses facteurs premiers sont dans Q.

(6) On note @ un sous-ensemble non vide de P. Montrer que I’ensemble des entiers
dont les facteurs premiers sont dans Q vérifie les propriétés 1 et 2. Donner la
description des sous-anneaux de Q.

(7) Reconnaitre les anneaux associés a @ = {2,5} puis @ = P\ {2}.

SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 2.1. x +— ax est injective équivaut a
V(z,y) € A%, (ax=ay) = (r=y)

c’est donc exactement la régularité a gauche de a. Si de plus A est fini, on dispose
d’une application injective d’un ensemble fini dans lui-méme : elle est forcément
bijective. Donc 14 admet un antécédent unique et a admet un inverse a droite. Un
élément régulier est donc inversible, et comme on sait que tout inversible est régulier
les deux notions coincident dans le cas des anneaux finis. Application : un anneau
intégre fini est un corps.

Solution 2.2. Si M est un diviseur de zéro, il existe N non nul tel que M N = 0.
Supposons que M représente un endomorphisme f de K™, alors N représente g telle
que f o g = 0. Cette égalité équivaut a Img C Ker f. Comme g # 0 équivaut &
Im g # 0, on voit qu’il est nécessaire que Ker f # 0. Réciproquement, si cette condi-
tion est réalisée, il est facile de construire un endomorphisme non nul dont I’image est
incluse dans Ker f, par exemple la projection sur Ker f suivant un supplémentaire de
Ker f. Les diviseurs de zéro & gauche sont donc les matrices de déterminant nul.
Cherchons les diviseurs de zéro a droite : le méme raisonnement montre qu’il existe f
non nul tel que f o g = 0 seulement si Im g est un sous-espace vectoriel strict de F,
donc si g n’est pas bijective, les diviseurs de zéro a droite sont encore les matrices non
inversibles. Dans I’anneau des matrices sur un corps, les notions d’éléments réguliers
et inversibles coincident.



50 2 ¢ Anneaux et corps

Solution 2.3. SoitZ = {x € A | ax = 0}. Alors, si z et y sont dans Z,
a(x+y) =ax+ay =0etsiz € A, a(xz) = (ax)z = 0 donc Z est un idéal a droite
de A. Bien sar, il est non trivial (ni nul, ni A) lorsque a est diviseur de zéro a gauche.
Sik € Z/nZ, alors kT = 0 équivaut & kz € nZ. Si on introduit le p.g.c.d. de k et de
n, cette condition équivaut a x multiple de 7. L’annulateur de k est I’idéal engendré
par la classe de 7+

Dans le cas de I'annulateur & droite d’une matrice, il suffit d’utiliser I’exercice
précédent : I’annulateur a droite d’une matrice de noyau F' et d’image G est formé
des matrices dont I’image est incluse dans F, I’annulateur a gauche est formé des
matrices dont le noyau contient G. On peut montrer que ces annulateurs sont les seuls
types d’idéaux de M, (K).

Solution 2.4. Soit Z un idéal bilatére de M,,(K) et M une matrice de Z. Supposons
que M ne soit pas nulle, alors un de ses coefficients, par exemple m 1 n’est pas nul.
Comme Z est un ideal bilatere, la matrice £;; M Eq; = mq1LE;; est dans Z. Si on
multiplie & gauche par mLIn, on voit que E;; est dans Z pour tout couple (7, j), Z est

11

donc I’anneau tout entier.

Solution 2.5. Il suffit d’utiliser le théoréme de correspondance. Les idéaux de Z/nZ
sont en bijection avec les idéaux dZ de Z tels que nZ C dZ C Z et d doit donc étre un
diviseur de n, I’idéal est engendré par la classe de d modulo n. L’ensemble des idéaux
de Z/nZ est donc en bijection avec I’ensemble des diviseurs positifs de n, I’idéal nul
étant engendré par m = 0, I’anneau tout entier est engendré par 1.

Solution 2.6. Soit & € Z/nZ un élément nilpotent. Si on suppose & = 0, cela
équivaut a
3¢ e N, k" =tn

Tout diviseur premier de n est un diviseur de k™ donc de k, et donc k est multiple de
p1pP2 . .. Ps OU P1, P2, ..., Ps SONt les diviseurs premiers de n. Réciproquement, si k
est multiple de ce produit, il existe une puissance de & qui sera multiple de n, il suffit
de choisir le plus grand des exposants des p; dans la décomposition de n. En revenant
dans Z/nZ, on constate qu’il n’y aura pas de nilpotent non nul lorsque n est égal a
p1p2 . .. ps. On dit alors que n est sans facteur carré.

Solution 2.7. Si z et y sont dans v/Z, on aura =¥ € T et y* € Z pour un certain & et

un certain £. Donc
n
n __ n n—i, i
oy =3 (7) e
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seradans Z désque n > k + £ car alors n — 4 > kouid > ¢ pour tout ¢ entre 0 et n.
Par ailleurs, si a est dans A, (ax)k = k est dans I’ |deal Z. On a bien démontré que
V7T estun idéal. Si Z est Iidéal nul, cet idéal est forme des éléments nilpotents de A.
Soit maintenant z et y dans Z : 7, alors

(e+y)J CaJ+yI CI+I=1

etdonc 7 : 7 estun idéal. Si Z est I’idéal nul, on retrouve la notion d’annulateur.
Donnons un exemple dans I’anneau Z : si n = p{* ... p.* ou les p; sont des nombres
premiers et ou les exposants sont non nuls, on a :

VnZ = pip2...pp2

En effet, si z* est un multiple de n, tout premier qui divise n doit diviser z. Et si un
nombre est multiple de p1p- . . . pi, Sa puissance k, pour k assez grand, sera multiple
de n. On montrera de méme que aZ : bZ = a'Z ol a’ = _%; (examiner a part les cas
ou a ou b est nul).

Comment définir le produit de deux idéaux ? En regle générale, si Z et 7 sont deux
idéaux d’un anneau commutatif A, I’ensemble des produits d’un élément de Z par
un élément de 7 n’est pas un idéal. On définira Z.7 comme I’idéal engendré par les
produits, c’est donc

k
IJ ={r € A| Tk eN,Ix;) € 78, 3(y;) € T*, v =Dz}
=1
Cas particulier : siZ = (a) et 7 = (b) alors il est immédiat que Z.7 = (ab).
Supposons maintenant que les idéaux Z et J sont étrangers, c’est-a-dire que leur
somme est A.

« IJ CINJ puisquesi z; = a;b; ol a; € Zetb; € J,alors z; € ZN J d’apres
la seconde propriété des idéaux. Les sommes d’éléments de la forme z; sont donc
dans Z N J. On n’a pas utilisé I’hypothése.

* INJ CZJ.Llhypothese A =7 + J implique qu’il existei € Z et j € J tels
quel =1i+j5.Siz e INJ,alors z = xi+ xj est somme de deux produits formes
d’un élément de Z avec un élément de 7, on a montré que x est dans Z.7.

Dans Z, les idéaux (a) et (b) sont étrangers si et seulement si a et b sont premiers entre
eux. De plus, (a)(b) = (ab) et I'égalité (a)(b) = (ab) = (a) N (b) traduit alors que le
p.p.c.m. de a et de b est leur produit ab.

Solution 2.8. Soit 7 un idéal de A, différent de A. On se place dans I’ensemble E
des idéaux différents de A qui contiennent 7. E est non vide car il contient au moins
J . Soit C un ensemble totalement ordonné (pour I’inclusion) d’éléments de E. Alors
montrons que U = |Jz. T estun majorant de C; c’est un idéal, car si z et i sont dans
U,onax € Iy ety € Iy, mais comme I’ensemble C est totalement ordonné, on a par
exemple,Z; C Iy etz € Iy, donc x + y € Zo C U. La seconde propriéte se vérifie
encore plus directement. 1l faut montrer que U est bien dans F, donc que c’est un idéal
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différent de A. Sinon, en effet, 14 € U, donc il existe Z € C tel que 14 € Z. Mais
alors Z serait A, ce qui est contraire & I’hypothese. Enfin, U contient Z qui contient
J . En appliquant le théoréme de Zorn, on a montré que £ avait au moins un élément
maximal /C. Une subtilité : il faut montrer que K est bien un idéal maximal de A. Si
en effet I’idéal £ vérifie IC C £ C A, il contient 7 comme X et ¢’est donc un elément
de E. Comme K est maximal dans £/, ona £ = K.

En appliquant ce résultat & 7 = {0}, on obtient que tout anneau non nul admet un
idéal maximal. Bien entendu, ces démonstrations s’ appliquent aux idéaux a gauche, a
droite ou bilatéres.

Solution 2.9.

(1) Z[i+/3] doit contenir 1 et iv/3, les sommes et les opposés de ces éléments donc
tous les a + biv/3 ol a et b sont dans Z. Mais I’ensemble ainsi construit est un
anneau. Il est stable pour la somme, et pour le produit car :

(a4 biv/3)(d' + b'iv/3) = aa’ — 3bb' + (ab + a'b)iV/3

c’est donc un sous-anneau de C, le plus petit qui contienne i+/3. Le méme calcul
fonctionne dans le cas de v/d, ou d est un entier positif qui n’est pas un carré, il
y a unicité de I’écriture sous la forme a + b+/d avec a et b entiers, car v/d est
irrationnel.

(2) |a + ibv/3|> = a® + 3b® € N. C’est un morphisme pour le produit, car c’est déja
vrai dans C. Si z est inversible d’inverse z’ dans notre anneau, on aura zz' = 1,
donc N(z)N(z') = N(1) = 1. Comme N(z) et N(z') sont dans N, ils sont égaux
al.EtsiN(z) =1,avec z = a+biv/3,0onaN(z) = (a+biv3)(a—biv/3) =1,
I’inverse de z est son conjugué, il est dans Z[i+/3]. Le probléme se réduit a trouver
tous les entiers relatifs tels que a® + 3b> = 1, best nul et a = +1. Seuls 1 et —1
sont inversibles dans notre anneau.

(3) Ona N (1+1i+/3) = 4. Supposons z = 1+ 4+/3 réductible sous la forme z = zy;
ni 2 ni y n’étant inversible, on doit avoir N(z) = N(y) = 2. Mais a? + 3b% ne
peut prendre la valeur 2 lorsque a et b sont entiers. De méme, Z = 1 — /3 et 2
sont irréductibles, et ces irréductibles sont non associés. Donc

4=2x2=1+4/3)(1—-iV3)

donne deux décompositions distinctes en irréductibles. N (a)N(b) = 4. On voit
également que z divise 2 x 2 mais il ne divise pas 2, car z = 2x impliquerait que
N(z) = 1soitz = +£1.

Solution 2.10. Soit a et b dans A. On suppose qu’il existe un p.p.c.m., noté m.
Comme ab est évidemment un multiple commun de a et de b, il existe d tel que
ab = md. Mais, comme a divise m, da divise dm = ab . Donc d est un diviseur de b.
En échangeant les roles, d est aussi un diviseur de a.
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Soit maintenant ¢ un diviseur commun de a et de b. Alors a = a’d et b = b6
et a’b’§ est un multiple commun de a et de b. C’est donc un multiple de m, et il existe
k tel que a’b’0 = km. Mais, en multipliant par d :

a'V'éd = kmd = kab = ka't/6* = d=kéS

tout diviseur commun est un diviseur de d, on a prouve I’existence du p.g.c.d. de a et
b.

Solution 2.11. On va utiliser la méme démonstration que le théoréme chinois vu dans
le cours. Soit ¢ le morphisme de A dans A/(a1) x A/(a2) x ... A/(ar)quida € A
associe le k—uple de ses classes. C’est un morphisme d’anneau. De plus,
k
acKer¢p <= Vi,a€ (a;) < ac ﬂ(ai)
=1

Montrons maintenant (*_, (a;) = (Hle ai) sous I’hypothése que les (a;) sont

premiers entre eux deux a deux. C’est vrai pour & = 2, en utilisant une relation de
Bezout :
ajuy + ague = 1 = (a1a)u; + (aga)us = a
et si a est multiple de a; et de as, cette égalité montre qu’il est multiple de leur produit.
Et bien s(r, tout multiple de a1 a9 est multiple commun de a; et de as. Onadonc :
agNay=1= (al) N (ag) = (alag)

On pourra bien sdr faire le lien avec I’exercice 2.7.
Utilisons pour continuer le résultat :

arNag =1
{1 3 = aias Nag =1

asNag =1
qui s’obtient par le produit de deux relations de Bezout aiju + agv = 1 et
agu’ + azv’ = 1 qui s’écrit ajasun’ + ag(asvv’ + agu'v + aquev’) = 1. On a

donc

((a1) N (a2)) N (a3) = (a1a2) N (a3) = (a1a2a3)
et ainsi de suite.
Pour conclure en appliquant le théoréme d’isomorphisme, il faut montrer la surjectivité
de ¢ ; cela se fait également par récurrence. Si (z,y) € A x A, alors, en utilisant une
relation de Bezout aqu + asv = 1, on voit que a = ajuy + agvx a pour image
(x 4+ (a1),y + (a2)), et on traite le cas général de proche en proche.

Solution 2.12. Une fonction f est inversible s’il existe une fonction ¢ telle que
Vx € R, f(z)g(z) = 1. Il est donc nécessaire que f ne s’annule jamais, et on sait
alors que la fonction g = % est continue sur R comme f. Une fonction f sera un
diviseur de zéro s’il existe une fonction g continue telle que Vo € R, f(z)g(z) = 0.
Si, par exemple, f est nulle sur I’intervalle [0, 1], on peut prendre g nulle sur ] — oo, 0]
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et [1,+oo[ et égale a x(1 — x) sur [0,1]. Si par contre f est nulle seulement en un
point isolé x, ce n’est ni un élément inversible, ni un diviseur de zéro. Soit en effet
g continue telle que fg = 0. Alors, on doit avoir g(x) = 0 pour tout = # x, et, par
continuité,
g(xo) = lim g(z) =0
T—T

et g est la fonction constante nulle.

Solution 2.13.
(1) Pour tout z de A,
(z+1)2=2+1 <= 2®+ox+tr+l=2+1 d’ou z+x=0,
et A est de caractéristique 2. Si x et y sont quelconques dans A,
(z+y)P’=z+y < z4+azyt+yz+y=zc+y et donc TY = —Yyx
comme A est de caractéristique 2, —yx = yzx, I’anneau est commutatif.

(2) Supposons que A ait trois éléments distincts, 0, 1 et z. Alors 1 + x est distinct de

ces trois éléments car 1 4+ = # 0 puisque x # 1, 1 + x # 1 puisque = # 0 et
1+ x # x puisque 1 # 0. Remarquons au passage que (1 +z) = z +x = 0, un
anneau de Boole qui a plus de deux éléments ne peut étre integre.
Prolongeons encore : tout anneau de Boole A peut étre muni d’une structure d’es-
pace vectoriel sur Fy, en posant 0.z = 0 et 1.z = z, les vérifications sont faciles,
et utilisent que A est de caractéristique 2. Si donc A est fini, il est isomorphe (en
tant qu’espace vectoriel) a 'y pour un certain n, et le cardinal de A est de la forme
2",

(3) F% donne des exemples d’anneaux de Boole a 2™ éléments, de méme que P(E),
muni de A et N : voir I’exercice 1.13, p. 14, qui montre que ces deux exemples ne
sont pas tres différents...

Solution 2.14.

(1) (a,s)R(a,s) < as—as =0, larelation est réflexive. Si (a, s)R(a’, '), alors
a's —as’ = —(as’ —as) = 0donc (d’,s)R(a,s), la relation est symétrique,
enfin

(a,s)R(d,s") < as—ds=0 Y SN Y
(a/7 s’)R(a”, S”) s a5 —a's =0 = ass =ass =a 8§

d’otas” = a’set (a,s)R(a”,s"”), larelation est transitive. On a utilisé I’intégrité
de I’anneau.

(2) 1l faut vérifier que les opérations sont compatibles avec les lois. Faisons-le pour la
somme : si (a, s)R(a’,s") et (b, t)R(V', ') alors (at + bs, st)R(a’'t' +b's',s't")
puisque

(at +bs)s't' — (a't' + b's)st = (as’ — d's)tt' + (bt —V't)ss' =0
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Le reste des vérifications est immédiat, avec le modéle des fractions en téte. Par
exemple, I’élément neutre pour le produit est la classe $ = 1 ou s est un élément

quelconque de .S, I’élément neutre pour I’addition est la classe g

(3) Comme A est integre, si s et s’ sont non nuls, alors ss’ aussi, S = A\ {0} est
multiplicatif. Si a n’est pas nul, ¥ x > = 1, donc S~1A est un corps. Enfin,
a + {7 est un isomorphisme de A sur un sous-anneau de S~1A. Le corps des
fractions de Z est bien sr Q, le corps des fractions de K [X] est le corps des

fractions rationnelles a coefficients dans K, noté K (X).
(4) Soit S = A\ Z ou Z est un idéal premier. S ne contient pas 0 puisque 0 € Z et par

définition,

V(a,b) € A% (abeT) = (acZoubel)
et par contraposition,

V(a,b) € A%,  (a€SetbeS) = (ab€ )

S est donc multiplicatif. On a donc un anneau S~ A. Dans le cas ou A = Z et
7 = 27, cetanneau s’identifie a I’ensemble des rationnels qui s’écrivent ¢ ou b est
impair. C’est donc un sous-anneau de Q ; on vérifie en particulier que I’ensemble
des éléments non inversibles est I’idéal engendreé par 2.

Solution 2.15. Dans I’anneau Z/p*Z, T est inversible si et seulement si 2 est premier
a p¥, donc z non multiple de p. Pour compter les inversibles, comptons les ¢p tels que
0<lp<pF llvient0 < ¢ < p*~1. Onadonc

k k. k—
o(p") = p" —p*!

Dans le cas général, commencons par observer qu’on a

(Ax B)* = A" x B*

car, pour la loi produit, (a,b) est inversible si et seulement si a et b sont inversibles.
Ce résultat s’étend a un produit quelconque. Si maintenant n = pi"p5? ... p2*, ol les
p; sont des nombres premiers. Le théoréme chinois permet d’obtenir I’isomorphisme :

Z/nl ~ L/pT1" L x ... X L/pt 7

et donc
k

Tl T (- 2) o1 2)

=1

On retrouve un résultat obtenu a la fin du probléme du premier chapitre.
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Solution 2.16.
(1) Soit (a,b) € Z2. Si z = a + ib\/5 est inversible dans A, alors

N(z)N(z"H=N@1)=1

Comme les normes des éléments de A sont des entiers positifs, il est nécessaire
que N(z) = a? + 5b% = 1. Les seules solutions en entiers de cette équation sont
a=1,b=0eta=—-1,b=0.0nadonc A* = {—1,1}.

(2) Si z = a + bi/5 est un diviseur de 9, N(z) est un diviseur de N(9) = 81
dans N. Si N(z) = 1, on a les solutions 1 et —1. N(z) = 3 est impossible, et
N(z) =9donnea = £2etb = £1,0ubiena = £3etb = 0. N(z) = 27 ne
peut se produire, car le second facteur z’ vérifierait NV (z") = 3. Enfin les diviseurs
tels que NV (z) = 81 sont 9 et —9 puisque le second facteur est de norme 1. En
définitive, on a

9=3x3=(2+iV5)(2—1iV5)

a une unité prés. Les diviseurs £3 et +2 + i+/5 sont irréductibles : leur norme est
9 etil n’y a pas d’élément de norme 3.

(3) C’est la question précédente qui nous guide : 3 est irréductible, mais 3 divise
(2+iv/5)(2—1iv/5) = 9 sans diviser un des facteurs. En effet, si 3 divisait 2+i+/5
par exemple, le quotient serait de norme 1, donc serait +1, qui ne conviennent pas.
Le nombre 3 est irréductible sans étre premier, et ce seul fait montre que A n’est
ni principal, ni factoriel.

Remarquons également que dans la question précédente on a obtenu deux factori-
sations différentes de 9 en produit d’irréductibles, ce qui confirme que A n’est pas
factoriel.

(4) 3et2-+i+/5 sont premiers entre eux, leurs seuls diviseurs communs sont les unités.
lls ont comme multiple commun 9, mais aussi 3(2 + iv/5) = 6 + 3iy/5. Or 9 et
6 + 3iv/5 ont méme norme, 81. lls ne sont pas multiples d’un méme élément de
A, comme le montre la question précédente.

(5) Méme situation : 9 et 6 + 3i+/5 ont des diviseurs communs, 1, 3, 6 + 3iv/5 et
leurs associés. Mais, parmi ces diviseurs, il n’y en a pas de « plus grand » (au sens
de la relation divise). Ces deux éléments n’ont pas de p.g.c.d. lIs ne peuvent avoir
de p.p.c.m., car un exercice précédent montre que des éléments qui ont un p.p.c.m.
ont nécessairement un p.g.c.d.

Solution 2.17.
(1) On peut résoudre I’équation 22 — = + 5 = 0 dans C. Les solutions sont

1—iv19 N 1+4iv19
:77 2:7:

2 2 g

x1
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@)

@)

(4)

®)

Montrons que A = Z[[3] est stable pour le produit. Soit z = a+bf et 2’ = a’+V/[,
alors

27 = (a+bB)(d +V'B) = ad + (a'b+ ab)p + b’ 3
= aa' —5bb' + (d'b+ ab + 0V

qui est bien dans A. A est aussi stable pour I’addition et contient 1, c’est un sous-
anneau de C. Enfin, 3 et 3 sont les racines de I’équation x? — x + 5, leur somme
est donc 1, ce qui prouve que ( est dans A et donc que A est stable pour la
conjugaison.

La méthode est toujours la méme : on considére N(z) = zz.Si z = a + b3, 0n a

N(z) = (a+b3)(a+bB8) = (a+bB)(a+b—bB) = a* + ab + 5b*

z inversible demande que N (z) = 1, puisque N(z)N(z~!) = 1 et que ces deux
normes sont des entiers positifs. Mais, en multipliant par 4,

4N (2) = 4a® + 4ab + 200* = (2a + b)? +196* = 4
impose b = 0 donc a = +1. Seuls z = 1 et z = —1 conviennent.

Supposons qu’il existe une division euclidienne, associée au stathme ¢. L’en-
semble des valeurs prises par I’application stathme restreinte & A \ {0,1,—1}
est un sous-ensemble de N qui a un plus petit élément. Ce plus petit élément est
atteint pour un certain zq de A.

Soit alors (z() I’idéal principal engendré par z,. Comme la division par z( ne peut
avoir comme reste que 0, 1 ou —1, ce quotient a deux ou trois éléments, selon
que 1 et —1 sont ou non dans la méme classe. C’est un anneau : ce ne peut donc
étre que IF5 ou TF'5 : il est en effet facile de vérifier qu’il n’existe qu’une structure
de groupe a deux (resp. trois) éléments, et qu’on ne peut alors construire qu’une
multiplication qui en fasse un anneau.

Si p est la projection de A sur A/(zg), I'image a = p(3) doit vérifier, comme (3,
I’équation a® — o + 5 = 0. Or cette égalité, qui s’écrit o> + ac+ 1 = 0 dans Fy,
et o> — a + 2 = 0 dans F3 n’a pas de solution, dans I’un et I’autre cas. L’anneau
A ne peut étre euclidien.

On montre néanmoins qu’il est principal, en utilisant une «division» qui res-
semble a la division euclidienne : voir par exemple le livre [21].
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Chapitre 3

Polynomes

3.1 L'ANNEAU DES POLYNOMES A[X]

3.1.1. Généralités

Si A est un anneau commutatif, on définit I’anneau des polynémes a coefficients dans
A comme dans le cas d’un corps : ce sont des suites d’éléments de A « presque tous
nuls », avec une opération de somme et de produit.

Définition 3.1. L’anneau des polyndmes A[X]| est I’ensemble des suites
P = (ap)nen oU les a,, sont dans A, et sont nuls sauf un nombre fini. 1l est
muni des opérations + et x définies par :

(an)nGN + (bn)nGN = (an + bn)nGN
(an)nenN X (bn)nen = (cn)nen

n
Cn = § azby_g
i=0

avec

On vérifie que c’est un anneau commutatif. Le sous-ensemble des suites de la forme
(a,0,0,...) est un sous-anneau isomorphe a A, et on I’identifie a A. Il contient les
deux éléments neutres 0 et 1. Si on note X la suite (0,1,0,0,...), on constate que
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X x X =(0,0,1,0,0,...), et que la suite des polyndmes (X *).cn est génératrice

en ce sens que
o0
P = Z a; X"
1=0

Cette somme est en réalité finie puisque la suite des coefficients est presque nulle.

On définit comme dans le cas usuel la notion de degré, et on appelle coefficient
dominant le coefficient du terme de plus haut degré, et un polynéme est dit unitaire
si son coefficient dominant est 1. Le degré du polyndme nul est, par convention, —oco.
Attention... en toute généralité, le degré du produit de deux polyndmes est inférieur
ou égal & la somme des degrés. Dans un anneau non intégre comme Z/6Z, on a par
exemple

(2X2 +1)(3X3 + X +2) =5X3 +4X* + X + 2

Proposition 3.2. Si A estintegre, deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
A[X] est intégre si et seulement si A est intégre.

Démonstration. La premiere propriété est immédiate, avec des conventions naturelles
dans le cas du polyndme nul. Pour la seconde propriété, la condition est nécessaire, a
cause des polyndmes constants ; réciproquement, si A est intégre, la premiere propriété
du théoreme assure que A[X] est integre. O

3.1.2. Division euclidienne, racines

Définition 3.3. Soit D un polyndme de A[X] dont le coefficient dominant est
inversible. Alors, pour tout P € A[X], il existe ) et R de A[X] tels que :

P(X)=D(X)Q(X)+ R(X), avec R =0ou deg R < deg D

On dit que c’est la division euclidienne de P par D, la démonstration se fait facile-
ment par récurrence sur le degré de D. La division euclidienne est toujours possible si
A est un corps (et si D n’est pas le polynéme nul), et donc

Proposition 3.4. Si K est un corps commutatif, K[X] est euclidien.

Si A n’est pas un corps, la division euclidienne n’est pas toujours possible. On
ne peut diviser un polyndme unitaire par un polynéme de degré inférieur et dont le
coefficient dominant est non inversible : considérer les termes de plus haut degré. On
verra méme en exercice ( cf. exercice 3.4 ) que lorsque A n’est pas un corps, A[X]
n’est pas principal. Néanmoins, la division euclidienne reste un outil fondamental pour
I’étude des anneaux A[X].

Si « est un élément de A, on définit P(a) comme étant P(a) = > a;af, et si
P(a) = 0, on dit que « est une racine du polyndéme P. Si B est un anneau contenant
A, on peut encore définir P(«) avec a € B.
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Proposition 3.5. Dans A[X], P(a) = 0 <= X —a | P.Si A estintégre, un
polynéme P non nul a au maximum deg P racines.

Démonstration. |l suffit d’utiliser la division euclidienne par X — a qui est toujours
définie et s’écrit

P(X) = (X —a)Q(X) + P(a)
On démontre la seconde propriété par récurrence sur le degré. Si P est de degré n + 1
et s’il a une racine a, alors, pour tout b différent de a, P(b) = (b — a)Q(b), avec
deg Q = n, et b est une racine de P si et seulement si c’est une racine de () puisque
A est intégre. O

Attention au cas ol A n’est pas intégre. Par exemple, le polyndme X 2 a 4 racines
dans Z/16Z.

On définit les racines multiples, en disant que « est racine multiple d’ordre (exacte-
ment) k si

P(X) = (X - a)*Q(X) et Q(a) #0

Exercice 3.1. Soit P € A[X], P(X) = > I, a;X". On définit P’ par
n
P(X) =) ia; X"
=1
et on a les propriétés habituelles de la dérivation. Montrer que a est racine simple de
P si et seulement si P(a) = 0 et P'(a) # 0. Généraliser a des racines multiples.

Exercice 3.2. Soit P(X') un polynéme de R[X]. On suppose que la décomposition en
irréductibles de P est de la forme P(X) = Hle P;(X), ou les P; sont irréductibles
distincts. Comment calculer le polynéme R(X) = ]_[le P;(X)? Bien sir, cela sans
connaitre les P;. On utilisera le p.g.c.d. P A P’ et on fera I’application au polynéme
P défini par

X0 —7Xx942X84+15X7+87X°% +140X° +207X* +183X% +146 X2 +65X +25
Il est conseillé d’utiliser un logiciel de calcul formel.

Exercice 3.3. Soit P un polyndme de Z[X]. On suppose que P a une racine ration-
nelle. Montrer qu’on peut la trouver avec un nombre fini d’essais. Application : trouver
les racines rationnelles du polynéme P défini par

P(X) =8X° + 78X% 4+ 52X* + 3X% + 70X — 49

et le factoriser en irréductibles. On pourra également chercher a factoriser le polynéme
obtenu dans I’exercice précédent.
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Exercice 3.4. Soit A un anneau commutatif. Démontrer que A[X] est principal si
et seulement si A est un corps. On pourra considérer I’idéal (a, X') engendré par a
élément non inversible de A et par X.

3.2 POLYNOMES IRREDUCTIBLES

3.2.1. Corps algébriquement clos

Pour étudier les questions de divisibilité, il estimportant de connaitre les polyndémes ir-
réductibles de A[X]. La question n’est pas facile & résoudre en général, méme lorsque
A est un corps, et nous nous limiterons au cas d’un anneau commutatif integre.
Commengons par un cas élémentaire :

Proposition 3.6. Pour touta € A, X — a est irréductible.

L outil de base est le degré : on commence par observer qu’un polynéme est une
unité si et seulement si c’est un polyndme constant égal a une unité de A. Ensuite,
puisque deg QR = deg Q) + deg R, les diviseurs de X — a sont de degré 0 ou 1, ce
sont les unités ou les associés de X — a.

Il est un cas ou on obtient ainsi tous les irréductibles.

Définition 3.7. Le corps K est algébriqguement clos si tout polynéme non
constant admet (au moins) une racine.

Théoréme 3.8. Si K est algébriquement clos, tous les polyndmes de K[X] se facto-
risent en polyndmes du premier degré. On dit qu’ils sont scindés.
Les polyndmes irréductibles de K[X] sont les polyndmes du premier degré.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur le degré. Comme K[X]
est euclidien donc factoriel, la factorisation obtenue est la décomposition en irréduc-
tibles. O

Voici maintenant un théoréme qui prouve qu’il existe des corps algébriquement clos.
Nous n’en faisons pas la démonstration (on en trouve dans les ouvrages d’analyse,
comme par exemple celui de cette collection).

Théoreme 3.9. Théoréme de d’Alembert-Gauss. Le corps C est algébriquement
clos.

On en déduit :

Théoréme 3.10. Les polyndmes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degreé 1
et les polyndmes du second degreé sans racines réelles.
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Démonstration. Tout polyndme P de R[X| peut étre considéré comme un polyndme

de C[X]. De plus, si « est une racine non réelle de P, on a P(a) = P(a) = 0,
donc @ est racine de P avec la méme multiplicité. On termine en observant que
(X — a)(X — @) est alors un polyndme du second degré a coefficient réels, sans
racine réelle. O

On peut démontrer (c’est le théoréme de Steinitz) que tout corps est inclus dans un
corps algébriquement clos, le plus petit s’appelant sa cloture algébrique (il est unique
a isomorphisme pres).

3.2.2. Factorialité des anneaux de polynémes

Si A est un anneau, sans étre un corps, A[X] n’est pas euclidien, et A[X] n’est pas
principal méme si A I’est (cf. I’exercice 3.4). Par contre, la factorialité s’hérite :

Théoréme 3.11. Si A est un anneau factoriel, alors I’anneau des polynémes A[X]
est factoriel.

Démonstration. Soit P un polyndme (non nul, comme dans tout le théoréme) de
Al[X]etc=p.g.cd.(ag,a1,...,a,) oules a; sont ses coefficients. On dit parfois que
c est le contenu de P, il est défini a une unité pres. Si ¢ = 1 (en fait donc une unité),
on dit que le polyndme P est primitif; tout polyndme peut s’écrire P = ¢(P)P’ ou
P’ est primitif. Montrons d’abord le lemme de Gauss.

Lemme 3.12. de Gauss
e Si P, et P, sont primitifs, alors P, P, est primitif.
 Le contenu du produit de deux polynémes est le produit des contenus.

Démonstration. [du lemme] Notons (a;), (b;) et (ci) les coefficients respectifs de Py,
P, et Py P,. Soit p un irréductible. Il peut diviser a1, as,... mais pas tous les a;. Soit h
le premier indice tel que p ne divise pas a ;. De méme, soit k le premier indice tel que
p ne divise pas by. Alors, le coefficient c;4, = >, arbp,—¢ nN’est pas divisible par p
puisqu’il s”écrit comme un multiple de p plus apbx. En conclusion, aucun irréductible
ne divise tous les coefficients de P; (01 qui est donc primitif. Pour la deuxiéme partie
du lemme, écrivons P = ¢(P)P’, Q = ¢(Q)Q’, alors PQ = ¢(P)c(Q)P'Q’ et P'Q)’
est primitif, donc ¢(PQ) = ¢(P)c(Q). d

Appelons K le corps des fractions I’anneau intégre A (voir I’exercice 2.14), et démon-
trons un autre lemme :

Lemme 3.13. Si P € A[X] se factorise dans K [X], sous la forme P = QR, alors
il existe deux polyndmes Q' et R’ de A[X], de mémes degré respectif que @ et R, tels
que P = Q'R
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Démonstration. [du nouveau lemme] Commencons par le cas ou P est primitif. Dans
le corps des fractions de I’anneau A, on peut trouver des «dénominateurs communs»
pour les coefficients et donc écrire @) et R sous la forme :

/

n n
=-Q"etR=—R"

@ dQ d’

ou Q* et R* sont dans A[X] et sont primitifs. Mais on a alors : dd’'P = nn’Q* R* et

donc dd’ = nn’ en regardant les contenus de chaque membre, et donc P = Q* R*.
Passons maintenant au cas ou P est quelconque. On écrit P = ¢(P)P*, mais alors
P* = C%f) et on applique ce qui préceéde, P* se factorise dans A, c’est donc aussi le
cas de P. O

On peut remarguer qu’une conséquence de ce lemme est que, pour un polyndme primi-
tif, étre irréductible sur A ou étre irréductible sur K sont équivalents. Plus précisément,
les irréductibles de A[X] sont les constantes irréductibles de A et les polyndmes
primitifs qui sont irréductibles dans K[X].

Montrons maintenant que A[X] est factoriel. Un polynéme P s’écrit P = ¢(P)P*
ou P* est primitif. Le contenu est dans A, donc il se factorise de fagcon unique en
irréductibles de A. Le polyndme P* se factorise dans I’anneau principal K[X] :
P* = P P,... P.. Mais les P; se peuvent écrire : P; = g—jPZ-* et le méme raison-
nement que ci-dessus montre que P* est produit des P;* qui sont irréductibles dans
AlX].

Reste a montrer I’unicité de la décomposition. Plutdt que de faire la démonstration, on
va montrer que tout irréductible est premier, puisque c’est cela qui fait tout marcher.
Supposons donc que P soit irreductible et divise Q R. Alors il existe un polynéme S
tel que PS = QR. Si P est constant, il est irréductible donc premier (dans A factoriel)
et, en prenant les contenus, il divise soit le contenu de @, soit le contenu de R. S’il
n’est pas constant, on se place dans K[X], et Py divise, par exemple R. Mais alors
on fait comme dans le lemme, on écrit la factorisation de R :

n

R=-LP

SH

ou L et P sont primitifs, n et d dans A. En multipliant par d et en prenant les contenus,
on voit que n est un multiple de d, d’ou le résultat. O

Insistons sur les résultats obtenus au cours de la démonstration, avec A factoriel et
K son corps des fractions (par exemple A =Z et K = Q) :

* Un polyndme de A[X] réductible dans K [X] est aussi réductible dans A[X].
* Les irréductibles de A[X] sont :

— les polyndémes constants P(X) = a ou a est irréductible dans A.

— les polyndmes primitifs qui sont irréductibles dans K [X].
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3.2.3. Criteres d’irréductibilité

Nous allons donner quelques exemples de critéres d’irréductibilité pour les polyndmes
de Z[X]. Le plus simple consiste & «réduire» le polyndme modulo un entier n : si
P € Z[X], avec P(X) = > ;a; X% on note P le polyndme de (Z/nZ)[X] dont
les coefficients sont les classes modulo n des coefficients de P. Si P est unitaire et
réductible dans Z[X], alors P est réductible dans (Z/nZ)[X], pour tout n : en effet,
la factorisation d’un polyndéme unitaire de Z[X] donne forcément deux polyndmes
unitaires, dont la réduction n’est jamais nulle ou constante. Par contraposition :

Proposition 3.14. Soit P unitaire dans Z[X]. S’il existe n tel que sa réduction modulo
n est irréductible, alors P est irréductible dans Z[X].

Ainsi, X5 —2X% —4X3 4+ 3X2 + 6X + 5 se réduit modulo 2 a X5 + X2 + 1,
qui est irréductible : il y a un nombre fini (et petit) d’essais de factorisation a faire, qui
tous échouent.

Notre critere de réduction modulo n est loin de tout régler. Il existe en effet des cas
de polynémes irréductibles, mais dont la réduction modulo p est réductible pour tout
p premier. Un autre critére :

Proposition 3.15. Critére d’Eisenstein. Si P € Z[X] s’écrit P(X) = > I ja; X"
et s’il existe un nombre premier p tel que :

p’a07p’al7”‘7p|an—17 p+an7 pZ’TClO

alors P est irréductible dans Q[X].

Démonstration. D’aprés les hypotheses, la réduction modulo p de P(X) est
P(X) = @,X". Si P était réductible sur Q, il serait réductible sur Z et on aurait
P = QR, avec @ et R non constants. Donc Q(X) = bX" et R(X) = X*®, puisque
I’anneau F,,[X] est factoriel. Mais alors les termes constants de R et de () seraient
tous les deux divisibles par p, et le terme constant de P, qui est leur produit, serait
divisible par p? : contraire & I’hypothése. O

Exemple : P(X) = X" — 12 et, plus généralement P(X) = X" — pk ou p est
premier ne divisant pas &, sont des polynémes irréductibles sur Q. C’est un cas ou la
méthode de réduction ne donne rien. Un exemple moins direct :

Proposition 3.16. Si p est premier, le polyndme ®,(X) =1+ X + X2+ ... + X7,
p-iéme polynéme cyclotomique est irréductible sur Q.

Démonstration. On considére le polyndme composé Q(Y) = P(Y + 1). Alors si P
est réductible sur Z, @ I’est également, et réciproquement puisque P(X) = Q(X —1).
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Or

-1

1 u :

QYY) = 1+(Y+1)+(Y +1) % 4. . (Y +1)P~ ! = - (VY +1)7=1) = > <7;> y?
1=0

Or (voir dans la démonstration de la proposition 2.26) tous les coefficients (f) pour

i = 14ap— 1, sont divisibles par p, le dernier étant p n’est pas divisible par p2. On

peut appliquer le critére d’Eisenstein, ®,(X) est irréductible sur Q[ X]. O

Les polyndmes cyclotomiques ont beaucoup d’intérét en arithmétique. On regardera
par exemple le premier probléeme, en fin de chapitre.

3.2.4. Corps finis

Commencons par un théoréme difficile, dont nous admettrons la démonstration (voir
par exemple [21]).

Théoreme 3.17. de Wedderburn. Tout corps fini est commutatif.

On sait par contre qu’il existe des corps non commutatifs infinis, comme le célébre
corps des quaternions H.

Un autre résultat, élémentaire cette fois :

Proposition 3.18. Le cardinal d’un corps fini K est de la forme ¢ = p™ ou p est un
nombre premier, n € N.

Démonstration. Rappelons en effet que K, en tant qu’anneau integre fini, a pour
caractéristiqgue un nombre premier p; il contient donc un sous-corps identifié a
F, = Z/pZ, image du morphisme canonique de Z dans K. Par ailleurs, |’addition des
éléments de K et le produit d’un élément de IF,, par un élément de K font de K un
espace vectoriel sur IF,,. Comme K est fini, cet espace vectoriel est de dimension finie
n, et K est isomorphe (en tant qu’espace vectoriel) a ;). Il a donc pour cardinal celui
de ), soit g = p™. O

Et comment obtient-on des corps de cardinal ¢ = p™ ? On sait déja qu’il existe un
corps de cardinal p, c’est IF,,, mais on peut affirmer beaucoup plus :

Théoréme 3.19. Pour tout p premier et pour tout n € N, il existe un corps de cardinal
q = p". De plus, ce corps est unique, a isomorphisme pres, on le note I,

Nous ne démontrons pas ce théoreme, qui demande notamment pour I’unicité de
connaitre les débuts de la théorie de Galois; cependant, montrons comment on peut,
dans des cas concrets, obtenir une description de F,,.

L’idée est laméme que celle qui consiste a construire le corps des complexes comme
quotient R[X /(X2 +1).
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Proposition 3.20. Soit & un corps, P un polynéme irréductible de k[ X] de degré n,
alors k[X]/(P(X)) est un corps, contenant un sous-corps identifié & &, et c’est un
k-espace vectoriel de dimension n.

Démonstration. Le début est bien connu : dans I’anneau principal k[X], Iidéal
engendré par un irréductible est maximal, donc le quotient K = k[X]/(P(X)) est
un corps. Il contient les classes des polyndmes constants que I’on identifie a . Si on
note « la classe de X, les éléments de K sont de la forme

zo+ria+ ... +xpy_1a" !

puisque tout polynéme est congru a son reste modulo P(X). K est alors un k-espace
vectoriel de base 1, v, ..., a™ 1. Si le polynéme P s’écrit

P(X)=X"+ap,1 X" "+ +ag
les calculs de produits dans K se font en utilisant
Q" = —a,_ 10" —a, 00"t — ... —q
En définitive, tout se passe comme si on ajoutait au corps & un élément o «<imaginaire»
qui est une racine de P. O

Outre C déja évoqué, les exemples sont innombrables, comme
QX]/(X2-2)={zecR|3aecQ,IeQ, z=a+b/2}

en «notant» /2 la classe de X. Avec un corps fini IF,, et un polyndme de degré n, on
obtient donc un corps de cardinal ¢ = p™. Par exemple,

Fy = Fo[X]/(1 + X + X?)

car le polynéme 1 4+ X + X? est irréductible sur F, puisqu’il n’a pas de racine.
F4 a quatre éléments qui sont 0, 1, o et 1 + «. Le seul produit & calculer est
a(l+a) = a+a? =1 puisque 1 + o + o = 0 et que I’on est en caractéristique 2.
Les éléments non nuls sont bien inversibles, c’est un corps.

Exercice 3.5. Soit K un corps commutatif. Montrer qu’un polyndme irréductible de
degré d > 1 dans K[X] n’a pas de racine dans K. Montrer qu’un polyndme de degré
2 ou 3 qui n’a pas de racine dans K est irréductible dans K'[X]. Application : donner
la liste des irréductibles de degré 1, 2, 3 et 4 dans Fo[X].

Exercice 3.6. Décrire un corps a neuf éléments.
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3.3 POLYNOMES A PLUSIEURS INDETERMINEES

3.3.1. Définitions

Soit K un corps commutatif. On construit par récurrence I’anneau des polyndmes a n
variables sur K par :

A=K[X1, X, ..., Xp] = K[X1,..., Xn_1][Xn]

On vérifie que I'ordre des variables n’a guere d’importance (un changement dans
I’ordre conduit & un anneau canoniquement isomorphe). Attention, dés que n > 2,
c’est un anneau qui n’est ni euclidien ni principal, mais c’est toujours un anneau
factoriel, en utilisant le théoréme 3.11 et une récurrence immédiate.

Proposition 3.21. L’anneau A = K[X1, Xo,...,X,] est un K-espace vec-
toriel de dimension infinie. Une base est constituée des mondmes de la forme
X X9 L Xom,

On pourra parfois utiliser la notion de multi-indice ou multi-exposant : si on pose
a = (ai,...,a,), le mondme ci-dessus sera noté X <. Son degré total, noté |«| est
par définition la sommes des «; qui sont les degrés partiels. Ainsi, un polynéme de
degré total inférieur a n sera de la forme

P = Z U X
la|<n

Un petit résultat bien utile.

Proposition 3.22. P € K[X;, X»,..., X,,] estdivisible par X; — X si et seulement
si P(X1, X1, X3,...,X,) estle polynéme nul.

Démonstration. Clairement, si P = (X7 — X2)@, alors P(X1, X1, X3,...,X,,) est
le polynéme nul. Pour la réciproque, proposons deux approches.

Premiére démonstration : on pose A = K[X3,...,X,] et on considére P comme
élément de A[X;, X»]. Alors:

P(X1,X2) = > ai;XiX], P(X1,X1)= ) ai;XiX{=0
(i,j)el (i4)el
ou I est un ensemble fini de couples d’indices. Par soustraction :
P(X1,X2) = Y a;; X{(X3 - X7)
(i.g)el
et il ne reste plus qu’a observer que
j—1
. . N
X)—X{ = (Xy - X)) X377 xG
k=0
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pour j non nul. On en déduit que P est divisible par X, — Xo.

Seconde démonstration : on pose A = K[Xo9, X3,...,X,,] et on considere P comme
élément de A[X]. On peut alors écrire la division euclidienne de P par X1 — X5, qui
est un polynéme unitaire du premier degré en I’indéterminée X :

P=(X,—X)Q(X1,...,X,)+ R

R estnul ou de degré 0 en X, c’est donc un élément de A, c’est la valeur de P lorsque
X4 prend la valeur X5,. Donc

P(X1,X9,...,X,) = (X1 — X9)Q(Xy,...,X,) + P(Xo, X9, X3,...,Xp)

d’ou le résultat. O

3.3.2. Polyndmes symétriques

Commencons par définir une «action» de groupe, celle du groupe symétrique S,, sur
I’anneau des polynémes. Soit o une permutation des n entiers 1,2, ..., n. Si P est un
polynéme a n variables, on peut lui associer le polynéme :

(0.P)(X1,.. .. Xn) = P(Xo1), Xo(1)s- - - » Xo(1))
Par exemple, si o est la transposition qui échange 1 et 2 (notée (1, 2)), on aura :
(1,2).(X? + X5 +3X3X)) = X5+ X1 +3X3X,
On dit alors qu’un polynéme est symétrique si :
YoeS§,, coP=P

Par exemple :
P(X,Y,Z)=X*YZ+ XY?Z+ XY Z?
On notera S I’ensemble des polynémes symétriques.

Proposition 3.23. S est un sous-anneau de K[X1, Xs, ..., X,].

Il suffit de I’écrire. C’est un sous-anneau strict dés qu’il y a plus d’une variable.

Il existe des polynémes symétriques plus simples que d’autres, ce sont les n poly-
ndmes symeétriques élémentaires :

Définition 3.24. On appelle k-iéme polynéme symétrique élémentaire de n
variables le polynéme :

o = > Xi, Xi, - X,

1<Z'1 <i2<,..<ik<n
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En toute rigueur, on devrait écrire oy, ,, pour faire figurer le nombre n des indétermi-
nées. La somme porte sur tous les k-uplets tels que lacondition 1 < i1 <is < ... < i < n
soit satisfaite. Ainsi :

o = X1+Xo+...+ X,
o9 = X1X2+X1X3+...+Xn_1Xn,

Op = XlXQ...Xn

On pose parfois g = 1. Une partie de I’intérét qu’apportent les polynémes symé-
triques élémentaires est le lien qu’il y a avec la théorie des équations polynémiales.
Pour étre plus précis, et en introduisant une nouvelle indéterminée que nous appelle-
rons 7' :

n n
[[T-x)=> (-7
=1 i=0
la démonstration se fait par récurrence sur le nombre des indéterminées, en utilisant :

Tins1(X1, Xoy oo, Xpg1) = 0in(X1, .o, X)) 01 0( X -, X)) X
pour ¢ vérifiant 0 < ¢ < n.

En appliguant cette identité a des polyndmes en T scindés, on obtient le lien entre
les racines de ce polynéme et les coefficients. Notons également que cette relation per-
met de démontrer que les polynémes symétriques élémentaires sont bien symétriques,
car le premier membre est invariant par toute permutation des indéterminées X ;.

Le théoreme principal est :

Théoréme 3.25. L’anneau des polyndmes symétriques est engendré algébriquement
par les polynémes symétriques élémentaires. De plus, ces polyndmes symétriques élé-
mentaires sont algébriquement indépendants.

Ce théoréme signifie que tout polyndme symétrique est un polynéme en les poly-
ndmes symétriques élémentaires, avec la précision que cette écriture est unique. Pré-
cisons également que des polynémes Py, P,...,P,, sont algébriqguement indépendants
Si:

VQEK[Tl,TQ,...,Tm], Q(Pl,PQ,,Pm):OiQZO
Et quelle est la significationde Q( Py, P, ..., P,) ? On peut utiliser la notion de com-
position de polyndmes, ou dire que ¢’est la valeur de la fonction polynéme associée a
@ enun élément de I’anneau K [ X1, Xo,..., X,|™.
Avant de faire la démonstration, un ou deux exemples faciles :

X2 4 Y2 4+ 22 = (X +Y + 2?2 -2XY +YZ +ZX) = 0% — 209
XY 4+ XY +YZ2 4 Y Z+ X2+ X*Z = (X+Y+2) (XY +YZ+ZX)
—3XYZ

= 0109 — 30’3



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

3.3 Polynémes a plusieurs indéterminées 71

Passons maintenant a la démonstration du théoréme.

Démonstration. Commencons par ordonner les monémes d’un polyndéme symétrique
P en suivant I’ordre dit lexicographique ou alphabétique. On dit que

aXMXg: X2 > bXP X X

si et seulement si av,, > [, 0Um = min{k | ax # Px}. Cet ordre est total, voir
I’exercice 1.17.Notons que les coefficients a et b n’interviennent pas (et ne sont pas
nuls). Soit alors a X" X5 ... X3~ le plus grand des mondmes de P. Alors nécessai-
rement a; > as > ... > ay, car le polyndbme est symétrique et P contient tous les
mondmes de la forme a X" X5°® ... X, . Etsi par exemple on avait as > «,
on aurait une contradiction en prenant la permutation qui échange 1 et 2. Soit alors )
le polynéme :

_ 1 —Q2 _Oo—Q3 An—1—0n _Qu,
Q= o] o o oy

Il est somme de mondmes, et le plus grand de ces mondmes est :
X{ll_az (XlXQ)aQ_a3 (X1X2X3)a3_a4 . (Xl . Xn)a" = XlalX;Q . Xg"

Donc P —a() contient uniguement des mondmes plus petits que le plus grand monéme
de P. Il est encore symétrigue, on a enlevé un polyndme symétrigue a un polyndéme
symétrique. On réitére le processus avec le polyndme P — a(@). Le processus s’arréte
en un nombre fini d’étapes : pour le dire de fagcon abstraite, c’est parce que I’ordre
lexicographique est un bon ordre. Le processus décrit est algorithmique en ce sens
qu’il décrit un procédé effectif.

Montrons maintenant que les o; sont algébriqguement indépendants. Soit ¥ I’applica-
tion linéaire de K[X1, X», ..., X,,] dans lui-méme qui a X;' X3* ... X associe

i1+t A izt i, i
X Xi X

Raisonnons par I’absurde, et supposons que (Q soit un polynéme reliant les o ;. Pour
fixer les idées, ce serait par exemple : Q(X1, X2, X3) = aX?Xs + 3X1 X2 X3, ce
qui supposerait acioy + Boiaacs = 0. On suppose bien sdr que les coefficients ne
sont pas nuls. Alors soit alors aX 1" X2 ... X' le monome de @ dont I’image par ¥
est la plus grande pour I’ordre lexicographique (dans notre exemple, c’est 5X1 X X3
dont I'image est X3 X2 X3). Dans Q(o1, ..., 0y), il y le terme ac’ o ... oi». Mais
en développant ce terme, le monéme le plus grand est

i1tit . Hin gzt tin in _ i

aX{' X3 Xy =U(aX LX)
Mais ce mondme est alors le plus grand des monémes de Q(o1,...,0,). Comme ce
polynéme est nul, le coefficient a est nul, ce qui est absurde. O

Maintenant un exemple. En utilisant la démonstration du théoréme, étudions
P(X1,X2,X3) = X3 + X3 + X3. Le plus grand mondme est X 7, on soustrait donc
o3 = (X1 + X2 + X3)? ce qui donne :

P—o}=-3(X{Xo+X1X5 +...) — 6X1X2X3
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Le plus grand mondme est alors X 12X2, on soustrait donc —3c109 et en définitive
P = O'if — 30’10’2 + 30’3.

Un corollaire du théoréme est le suivant :
Corollaire 3.26. L’anneau K [X1, Xo,..., X, ] estisomorphe & I’anneau S.

C’est donc un exemple de sous-anneau strict isomorphe a I’anneau tout entier.

Démonstration. On définit I’isomorphisme par :
(I)(P)(Xl,XQ,. .. ,Xn) = P(O’l,O'Q,. .. ,O’n)

Par exemple, pour n = 3, ®(X? —2Y) = X2 4+ Y2 + Z2. Il est immédiat que ®
est un morphisme d’anneau : (P + Q) = ®(P) + ¢(Q), ?(PQ) = ¢(P)P(Q) et
®(1) = 1. De plus, le théoreme annonce bien que ® est surjectif, et que son noyau est
réduit a 0. O

Exercice 3.7. Dans A = K[X, Y| décrire I’idéal engendré par X et Y et justifier qu’il
n’est pas principal.

Exercice 3.8. Montrer que tout polyndme symétrique est de méme degré partiel
en chacune des indéterminées. Comment se caractérisent alors les polyndmes symé-
triques élémentaires ?

Exercice 3.9. Soit X3 + 2X2 — X — 3 un polyndme de C[X]. On note «, 3 et v ses
trois racines. Déterminer un polyndme du troisieme degré dont les trois racines sont
a?, 3% et42

Exercice 3.10. A I’aide des polyndmes symétriques élémentaires, écrire le polyndme
P(X1, X, Xn) = Y XPX; X,
i,j,k€el
la somme portant sur les triplets (i, j, k) distincts.

EXERCICES

Exercice 3.11. Petite révision de I’équation de Bezout dans I’anneau (euclidien) des
polynémes. Chercher dans Q[X ] des polyndmes A et B tels que :

(X°P+2)AX) + (X2 + X +1)B(X) =1
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puis trouver les polyndmes V' tels que :
V(X)=3X>+9 (mod X°+2)

et
V(X)=3X+7 (mod X?+ X +1)
Chercher un générateur de I’idéal engendré par X4 — 3X + 1 et X2 + 2.

Exercice 3.12. La méthode de Kronecker Soit P un polynéme de Z[X], de degré

n. On a vu dans un exercice (3.3) qu’il était possible de déterminer toutes les racines

rationnelles de P. On va montrer maintenant qu’il est possible, au moins en théorie,

de décomposer P en irréductibles de Z[X]. On pose d = [%] ol [x] désigne la partie

entiére du réel x, et on suppose que P est réduit.

(1) Soient ag,...,aq des entiers relatifs distincts et by, ..., bg des entiers relatifs.
Montrer qu’il existe un seul polyndme @ de Q[X], de degré inférieur ou égal a
d tel que, pour tout i, Q(a;) = b;.

(2) Montrer que si P est réductible, il admet un diviseur D € Z[X] non constant de
degreé inférieur ou égal a d.

(3) Montrer que les listes (D(agp),...,D(aq)) forment un sous-ensemble fini de
Z%+1, Conclure.

Exercice 3.13. On dit qu’un polyndme de K[X1,...,X,] est antisymétrique s’il
vérifie :
Vo € Sy, 0.P =¢(0)P
ou €(o) est la signature de la permutation o. Vérifier que le polyndme
V(X1,Xo,.. ., X)) =[] (X5 -X) (polyndme de Vandermonde)
1<i<j<n
est antisymétrigue. Montrer que tout polynéme antisymétrique P peut s’écrire :
P(Xy,...,.Xp) =V(Xy,...,.X)Q(Xy,...,X,)
ou (Q est un polynéme symeétrique.

Exercice 3.14. Sommes de Newton. Dans I’anneau A = K[X 1, Xo,...,X,], ou
K est un corps commutatif, on appelle sommes de Newton les polyndmes S, définis
par :

n
Se(X1, Xo, ., Xn) =Y X[
=1

Ce sont bien sir des polyn6mes symétriques.
(1) Calculer Sy, S1, S2 et S en fonction des polyndmes symétriques élémentaires o .
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(2) On suppose que k& > n. En introduisant le polynéme

[[U-X)=U"—01U" + 02U % 4 ...+ (—1)"0,
=1
Montrer que :
0=5r —015k—1+025k—2+ ...+ (—1)"0,Sk—n,
(3) Dans le cas ou k < n, montrer que :
Sk — 0181+ 02Sk-2+ ... + (=1)" o181 + (=1) ko, = 0
On pourra évaluer les produits o, S;,—p.

(4) Montrer que réciproquement on peut calculer les polyndémes symétriques élémen-
taires (o;) en fonction des sommes de Newton S;. Faire le calcul pour i =0 & 4.

Exercice 3.15. Soit M la matrice a coefficients dans K[X 1, Xo, ..., X,,] définie par
M= (Xij_l)i:L.n,jzl..n

(1) Calculer le déterminant de M (déterminant de Vandermonde).

(2) Exprimer les coefficients de la matrice * M M en fonction des sommes de Newton.

(3) Application : si 1, xo et x3 sont les trois racines complexes du polynéme
X3 4+ pX + g, calculer

A= (I‘Q — $1)2(x‘3 — $1)2(x‘3 - $2)2
que I’on appelle discriminant du polynéme.

PROBLEMES
Les corrigés de ces problemes sont disponibles sur le site de Dunod : www.dunod.com.

3.1. POLYNOMES CYCLOTOMIQUES

Soit U,, I’ensemble des racines n-iemes de I’unité dans C, c’est-a-dire I’ensemble des
complexes z tels que z™ = 1.

(1) Montrer que U,, est un groupe cyclique. On appelle racine primitive n-ieme de
I’unité un de ses générateurs.

(2) Déterminer les racines primitives de I’unité pour n = 1 a 10.

(3) On note @,,(X) le polyndme dont les racines sont exactement les racines primi-
tives n-iemes de I’unité. Déterminer ®,, pour n = 1 a 10. Ce polyndme &,, est
appelé n-iéme polyndme cyclotomique.

(4) Quel est le degré de ®,, ? Déterminer ®,, pour n premier.
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(5) Montrer que
X" —1=[]2uX)
dn
(6) En deduire
o,(x) =] (Xd - 1)”(3)
dn
ou p est la fonction de Mdbius, présentée dans le probléme du premier chapitre.

On rappelle que j1(1) = 1, u(p1pz2 . .. pr) = (—1)* si les p; sont des irréductibles
distincts, 1(n) = 0 si n n’est pas produit d’irréductibles distincts.

(7) Montrer que les polynémes ®,, sont unitaires a coefficients dans Z. On peut dé-
montrer qu’ils sont irréductibles sur Q, pour tout n. Voir le cas ol n est premier
dans I’application du critére d’Eisenstein page 65.

3.2. POLYNOMES IRREDUCTIBLES SUR LES CORPS FINIS

Le but de ce probléme est d’étudier les polynémes irréductibles de F,[X] ou p est
un nombre premier. On prouvera en particulier qu’il existe toujours au moins un
polynéme irréductible de degré n, et donc un corps fini de cardinal ¢ = p™.

(1) Soit ¢ = p™. On suppose qu’il existe un corps K de cardinal ¢. Montrer que les
éléments de K sont les racines du polyndme X7 — X € K[X].

(2) On note N(n, p) le nombre des polyndmes unitaires irréductibles de degré n dans
[F,[X]. Calculer N(1,p) et N(2,p).

(3) Soit P un polynéme irréductible de F,,[ X], de degré d. Si K = F,[X]/(P(X)),
montrer que P est un diviseur du polyndme X?" — X, pour tout n multiple de d.

(4) Réciproquement, montrer que les facteurs irréductibles unitaires de X ?" — X sont
exactement les polynémes unitaires irréductibles de F,[X] dont le degré est un
diviseur de n.

(5) Montrer que X?" — X n’a pas de facteurs irréductibles multiples.
(6) En déduire
p* = dN(d,p)

dln

N(n,p) = %Zpdu (%)

dln
(voir la formule d’inversion de Mobius, vue a la fin du probléme du chapitre 1).
(7) Vérifier cette formule pour n = 1 ou 2, ainsi que pourp = 2, n = 3 etn = 4.
(8) Montrer que N(n,p) > 0.

puis
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 3.1. Par définition, a est racine simple de P si P(X) = (X —a)Q(X) avec
Q(a) #0.0nadonc P'(X) = Q(X) + (X —a)Q'(X), donc P'(a) = Q(a) d’ou
la propriété annoncée. Dans le cas des anneaux de polynémes sur un corps, cela se
généralise en :

aracine multiple d’ordre k< P(a) = P'(a) = ... = P¥*D(a) =0,
P (a) £0

et cela se démontre aisément, avec par exemple I’identité de Taylor pour les poly-
ndmes. Mais ce résultat ne subsiste pas en caractéristique non nulle. Par exemple,
P(X) = X? admet 0 comme racine double, mais en caractéristique deux, toutes
ses dérivées successives sont identiquement nulles. En caractéristique non nulle, on
peut néanmoins trouver une relation entre racines multiples et dérivées successives; il
suffit, tout simplement, de changer la définition d’un polynéme dérivé. On pourra par
exemple consulter [10].

Solution 3.2. Soit D = P A P’. Undiviseur irréductible de D est nécessairement un
diviseur irréductible de P. Choisissons un indice ¢ et écrivons P = P/*'() ou P; est

un irréductible qui ne divise pas Q. Alors P’ = P~ !(a; P/Q + P;Q’), et comme
P,, irréductible, ne divise ni P/ ni Q, P; ne divise pas o; P/Q + P;Q’ donc P! est
facteur de D avec I’exposant maximum. Ainsi,

k
D(X) = P(X) AP/(X) = HPZ.(X)(L:—I
i=1

. ) P(X) "
Le polynéme cherché estdonc R(X) = ———————. Dans| I’appl
poly (X) PIX) A PI(X) ans le cas de I’application
proposée, on trouve avec I’algorithme d’Euclide :
P(X)AP'(X)=X°-3X*—7X%-13X?>-9X -5
R(X)=X%—4X*—-3X3-9X%?-4X -5

Le polynéme P a donc cing racines distinctes.

Solution 3.3. Supposons que le rationnel g soit racine de P(X) = >, a; X", avec
a,, non nul. On peut supposer que c’est aussi le cas de ag, si on a au préalable éliminé
la racine nulle. En multipliant par ¢™,

aog" + a1pg" "+ A an1p" g+ anp” =0
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donc

q(aod™ " + a1pg” 7 + ..+ ap_1p"Y) = —anp”
et, comme p et ¢ sont premiers entre eux, le théoreme de Gauss permet d’affirmer que
g est un diviseur de a,,. De méme, on voit que p est un diviseur de ag. Il y a donc un
nombre fini d’essais a faire pour rechercher d’éventuelles racines rationnelles. Ainsi,
pour le polyndéme

P(X) =8X" +78X3 +52X* +3X% 4 70X — 49

on doit tester p = 4+1, £7, +£49 et ¢ = +1, £2, +4, +8. Avec un peu de patience, on
trouve les solutions 3 et —Z. Donc

P(X)=(2X —1)(2X +7)(2X> + 7X* +2X +7)

A nouveau —I est racine et P(X) = (2X — 1)(2X + 7)%(X2 + 1), on a obtenu
une factorisation en irréductibles sur Z. De méme, pour le polyndme R obtenu dans
I’exercice précédent, ag = —5 et as = 1, on trouve une racine rationnelle qui est 5,
d’ou
R(X)=X°—-4X*-3X% - 9X? - 4X -5=(X-5) (X" + X3 +2X2 + X +1)
et, mais la il faut de I’imagination...

X+ X+ X2+ X+ X +1= (X2 + D)X+ X +1)
on a factorisé en irréductibles.

Solution 3.4. Si A est un corps, A[X] est un anneau euclidien donc un anneau prin-
cipal. Supposons A[X] principal (donc intégre), alors A est nécessairement intégre. Si
A n’est pas un corps, soit a % 0 un non inversible de A. On va montrer que I’idéal
(a,X) = aA[X] + X A[X] n’est pas principal. En effet, si (a, X) = (P), P serait
un diviseur de X et de a. Pour des raisons de degré, ce serait un élément b de A, et on
aurait X = bQ(X) Mais alors () serait du premier degré de la forme cX +d et bc = 1,
b serait inversible. L’idéal (a, X) serait I’anneau tout entier, ce qui est absurde car les
polyndmes constants de (a, X ) sont seulement les éléments de a A, qui ne contiennent
aucun inversible.

La démonstration faite prouve en particulier que (2, X) n’est pas principal dans
Z[X]; concrétement, c’est I’ensemble des polyndmes dont le terme constant est pair.

Solution 3.5. Tout polynéme ayant une racine a et un degré strictement supérieur a
1 est factorisable par X — a, avec un facteur non constant, il est donc réductible. Par
contraposition, un polynéme irréductible de degré supérieur ou égal a deux n’a pas de
racine.

Si P est réductible dans K[X],ona P = QR, et deg P = deg  + deg R. De plus,
Q@ et R ne sont pas des unités, donc sont de degré non nul. Si donc deg P = 2 ou
deg P = 3, les seules possibilités sont 2 = 1 4+ 1 et 3 = 2 + 1, un des facteurs est
donc de degré 1 et P a une racine dans K. Par contre, un polynéme de degré 4 peut
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ne pas avoir de racine et &tre néanmoins réductible. C’est le cas par exemple sur R du
polyndme (X2 4 1)2 mais aussi, de fagon plus cachée :

PX)=X*+1=(X2+XV24+1)(X2 - XV2+1)

Sur le corps Fy, les polynémes du premier degré, X et X + 1% sont irréductibles. Les
polyndémes du second degré sont X2, X2+ X, X2+1, X2+ X + 1. Les trois premiers
sont réductibles car ils ont une ou deux racine(s), par exemple X2 + 1 = (X + 1)2.
Par contre X2 4+ X + 1 n’a pas de racine, il est irréductible.

Pour le degré 3, les polyndmes sans racine sont X3 + X2 4+ 1, X3 + X + 1, ils sont
irréductibles. Enfin, pour le degré 4, les polynémes sans racines sont

X X3+ X2+ X4+, X+ X3+, X4 X+, X+ X241

Un polynéme du quatrieme degré sans racine ne peut étre réductible que s’il est produit
de deux polynémes irréductibles du second degré. Or,

(X?+ X +1)?=X"+X?+1
Iy a donc trois polyndmes du quatrieme degré irréductibles.

Solution 3.6. Un corps & 9 éléments est nécessairement de caractéristique 3. Cher-
chons un polyndme du second degré irréductible sur F3[X] : X2 + 1 convient car il
n’a pas de racine. K = F3[X]/(X? + 1) est donc un corps a 9 éléments. Si on note 0,
1et —1 les éléments de [F5 et « la classe de X, les neuf éléments seront

0,1,-1,a, —v,a+1,—a+1l,a—1,—a—1
les calculs de sommes se font sans difficultés, car K = vecty, (1, «) ; pour les produits,
montrons un exemple
ala+l)=a’+a=a—1
On pourra remarquer que K*, qui a huit éléments, est un groupe cyclique pour le

produit. Il est engendré par exemple par 1+ «. Ce n’est pas un hasard : voir le théoréeme
5.16, p. 127.

Solution 3.7. Tout polyndme de (K[X])[Y] = K[X,Y] s’écrit sous la forme
Po(X)+Py(X)Y+P(X)Y2 4., +P,(X)Y™avec Py(X) = ap+ai; X +. . .+a, X*.
Il est dans I’idéal (X, Y") si et seulement si a( est nul. C’est idéal n’est pas principal...
On I’a déja démontré dans I’exercice 3.4, tout repose sur le fait que X n’est pas
inversible dans K [X].

Solution 3.8. Soit P(X7, Xo,...,X,,). Son degré partiel en X; est le maximum
des degrés partiels en X; de chacun de ses monémes. Mais si a X' X5 ... X3 est
un mondme de P, il y aura aussi a X X5" ... X5, donc le degré partiel en X5 est
égal au degré partiel en X . Les polyndmes symétriques élémentaires sont ainsi les
polynémes symétriques dont le degré partiel en chacune des variables est 1.

1. Onnote 1 laclasse de 1.
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Solution 3.9. Si P(X) = X3+ 2X? — X — 3 apour racines o, 3 et~, on a

a+f+y=-2
af + By +ya= -1
afy =3
d’ou I’on tire
A+ B2+ = (a+B+7)? - 2B+ By +ya)
— 442-=6
B+ B2+ 4% = (af+ By +ya)? — 207 By — 287y — 2a37?

= (af + By +7a)® —208y(a+ B +7)
= 1-2x3x(-2)=13
52y = (apy)’ =9
et les trois nombres a2, 32 et v2 sont les racines de Q(X) = X3 —6X? +13X — 9

Solution 3.10. L’algorithme décrit dans la démonstration conduit a 6ter du polynéme
P le produit o1 03. Or ce produit se développe en :

o103 = (Z XZ-> NOX XX | =) XPXXp+4 ) XiX; X Xy
% 0,7,k 0,7,k 4,5,k
Les sommes portent sur des listes d’indices distincts, et il est important de comprendre
d’ou provient le second terme du résultat ainsi que le coefficient 4 (choisir un parmi
quatre...). Et donc
> XPX; Xy = 0103 — 4oy
i,j,kel

Bien sdr, cette formule se simplifie s’il n’y a que trois indéterminées, en ce cas o 4 dis-
parait. Signalons néanmoins que, méme avec notre algorithme, les calculs deviennent
rapidement fastidieux : il suffit de prendre X3 au lieu de X? dans notre exemple pour
s’en rendre compte.

Solution 3.11. On écrit I’algorithme d’Euclide :
X°4+2 = (X244 X+1)(XP-X?+1)-X+1
X4+ X+1 = (- X+1)(-X-2)+3
Il est alors possible de «remonters cet algorithme, en écrivant
3 = (- X+D)X+2)+(X2+X+1)
= (X4+2)(X°+2-(X*+X+1)) (X’ -X*+ 1)+ (X*+ X +1)
= (X+2)(X°+2) - (X' + X3 2X? + X+ 1)(X?+ X +1)
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d’ou une solution

X 42

X4+ X3 -2X2 4+ X 41
AX) =22 B(X) = -2 —

3

Pour la seconde question, cherchons une solution. D’aprés la question précédente, le
polynéme suivant sera solution :

Vo(X) = (BX2+9)(X?+ X +1)B(X) + (3X +7)(X° 4+ 2)B(X)
On trouve
Vo(X) = %(19 +8X +6X% —4X5 —3X3% - 6X* +4X5 +3X7 —6X8 - 3X9)

On peut réduire modulo (X° 4 2)(X? + X + 1) et on trouve toutes les solutions sous
la forme :

V(X) = %(1 —4X +9X% - 13X° — 2X%) + Q(X)(X° +2)(X? + X +1)

ou @ est un polynéme quelconque.
Quant a la derniére question, ¢a va plus vite. Les deux polynémes sont premiers entre
eux, I’idéal qu’ils engendrent est dont I’anneau tout entier.

Solution 3.12.

(1) La classique théorie des polyndbmes de Lagrange permet de résoudre cette ques-
tion. Si on définit les L, par

Hj;éi(X — aj)

Hj;éi(ai - aj)
on obtient un polynéme a coefficients rationnels tel que

Li(a;) = di

ou 9, ; est le symbole de Kronecker qui vaut 0 en général et 1 lorsque ¢ = j. Notre
polyndme solution sera ainsi QQ = Z?:o b; L;(X). Il est de degré inférieur ou égal
ad.

(2) Si P est non constant et réductible sur Z[X], il admet une factorisation
P = PP, avec deg P, + deg P, = deg P. Il est impossible que I’on ait a

la fois deg Py < 9% et deg P < 4%, d"ou Iaffirmation de I’énoncé.

(3) Lorsque les a; sont fixés, les nombres P(ag) , ..., P(ag) sont en nombre fini.
L ensemble de leurs diviseurs est également fini. Si donc D est un diviseur de P,
les valeurs possibles des listes (D(ag), ..., D(aq)) sont en nombre fini. Mais, si
on se donne une telle liste de valeurs, on peut trouver par la méthode de Lagrange
un seul polynéme de degré inférieur ou égal a d qui prenne exactement ces valeurs
en les a;. Il y a donc un nombre fini de diviseurs D a essayer : le probleme de
la factorisation d’un polyndme dans Z[X] est donc algorithmiquement résoluble.
Au moins en théorie. En pratique, on utilise des algorithmes beaucoup plus per-
formants, basés sur une réduction modulo p. Voir par exemple I’ouvrage [8].

Li(X) =
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Solution 3.13. Si V est le polyndme de Vandermonde, et o = (4, j) une transposition,

alors
o V(X1 Xn) = [ [ Koy — Xow)
k>¢
change de signe un nombre impair de fois, et est donc multiplié par la signature de cette
transposition. Pour le cas général, il suffit de dire qu’une permutation est composée de
transpositions, et que la signature est un morphisme.
Supposons maintenant P antisymétrique. Alors

P(Xq,..., X, Xj,..., X)) =—P(Xq,..., Xj,..., Xi,..., Xy)
et donc
P(Xy,..., X, Xy ..., X)) =0
ce qui prouve que P est divisible par X; — X;. On écrit alors P = (X; — X;)Q,
et on répéte le méme argument pour toutes les autres transpositions, d’ou le résultat

(on peut étre plus formel, et faire une démonstration par récurrence sur le nombre des
indéterminées.)

Solution 3.14.
(1) On a immédiatement :
So = XP+X3+...+ X2 =noy
S1 = Xi+Xo+...+X,=01
Sy = Xi+X5+...+X2=07—209
S3 = X34+ X3+...+X3=0} 30100+ 303
(2) On commence par substituer X; a U :
0=X" - X" '+ 0 X" 2 +...+(-1)"0p
puis on multiplie par X~
0=XF — o X b oo XF2 4 4 ()"0, X
enfin on somme pour tous leside 1 an :
0=S, —01Sk—1+025k—2+...(—1)"0pnSk—n
(3) Soit & fixé inférieuran. On a

s = (S) (S
= D X[+ XX

les indices étant distincts. Plus généralement, Si p est un entier inférieur a & — 2,
k—
0pSkp = (Z X, ... X) (Z X! ”)

- ZXikl_p+1Xiz- +ZXk pX i Zk+1
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mais il y a un cas particulier si la somme de Newton est S :

018y = (Z X, ... Xi,H) (Z XZ-)
= Y X2 X, X+ kY XX, .. X,
= > X)Xi,... X;,_, +koy
La formule de Newton demandée s’obtient alors en sommant, on trouve
S — 018k—1 + 02Sk—2 + ... (=1)¥op = 0
il y a «télescopage».

(4) La forme méme des formules de Newton montre que I’on peut calculer les poly-
ndémes symeétriques élémentaires en fonction des polynémes de Newton. Ainsi

o1 = Sl
1
oy = 5 (S% — Sg)
1 .
g3 = 6 (253 + Sf - 35152)

Solution 3.15. On peut considérer qu’on se place sur le corps des fractions ration-
nelles en les n indétermineées.

(1) En développant par rapport a la derniere ligne, on voit que le déterminant de M
est un polyndéme V (X1, ..., X,,) de degré n — 1 en X, les coefficients étant dans
7Z[X1,Xo, ..., X,]. De plus, le coefficient de X"~ ! est V(X1, Xo,..., Xp_1).
Enfin, ona V(Xq,...,X;,...,X;) = 0 pour tout i < n par les propriétés des
determinants (deux lignes identiques). On a donc :

V(X1,Xa, ., Xn) = V(X1, X, X)) [ (X — X0)

et une récurrence donne alors :
VX1, X, ... X)) =[] (X5-X))
1<i<j<n
(2) Soit P la matrice ‘M M. Sl on appelle p; ; son coefficient général :

n
pij =) Xi ‘X[ = Sisj
k=1
les coefficients de la matrice sont donc des sommes de Newton.

(3) Dans le cas oun = 3, on a donc
3 ST 5
det ! MM =V (X1, X2, X3)? = (Xo—X1)?(X3—X1)*(X3-X1)> = |51 Sz S3
Sy S3 Sy
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Si on applique cette relations aux racines du polynéme X 3+pX +¢, on commence
par observer que

S1=01=0

Sy = (01)* =203 = —2p
S3 = —pS1 —3¢=—3q¢
Sy = —pS2 — 3¢S, = 2p*

et donc
3 0 —2p
A= (zy—x) (w3 —21) (x5 —21)°=| 0 —2p —3q|=—4p> —27¢*
—2p —3q¢ 2p°

c’est ce qu’on appelle le discriminant de I’équation. 1l est nul si et seulement si il y a
une racine multiple, mais il a d’autres propriétés intéressantes...
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Chapitre 4

Algebre linéaire

Dans ce chapitre, on va donner une réponse «définitive» a la question : quand
deux matrices sont-elles semblables? Dans le cas du corps des nombres complexes, la
réponse sera : elles ont méme réduite de Jordan. Nous donnerons également quelques
indications sur une autre méthode, la réduction de Frobenius. Signalons que notre
approche sera souvent «géométrique », en ce sens que nous utiliserons plutét des
propriétés des endomorphismes que des calculs matriciels.

4.1 DIAGONALISATION ET TRIGONALISATION

4.1.1. Polynéme caractéristique et polyn6me minimal

Commencons par des rappels rapides. Dans tout ce qui suit & est un corps commutatif
et F est un K-espace vectoriel de dimension finie, I’ensemble des endomorphismes
de E est noté £(E). Il est muni d’une structure de K'-algebre. Si on choisit une base
B de FE, il y a un isomorphisme

L(E) — My(K)
u +— Mpg(u)
de I’algebre L(E) dans I’algébre des matrices carrées M, (K'). Rappelons également
qu’un scalaire A de K est valeur propre de I’endomorphisme u s’il existe un vecteur
2 non nul tel que
u(z) = Az
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On dit alors que z est un vecteur propre associé a la valeur propre \.
On notera Spec(u) (lire spectre de u) I’ensemble des valeurs propres de u et Ey
désignera
E) =Ker(u—Midg) ={z € E | u(zx) = Az}
il contient les vecteurs propres associés a la valeur propre A ainsi que le vecteur nul.

Définition 4.1. Soitu € L(E).
* xu(X) = det(u — Xidg) est un polyndbme de degré n en X, appelé
polyndme caractéristique de u.
 L’application définie par
bu K[X] — L(E) '
PX)=>,aX" +— Pu)=>,au
est un morphisme de K-algebres. Le générateur unitaire de son noyau
s’appelle polyndme minimal de w, on le note 1, (X).

Remarques

« Commencons par observer que pour définir le polynéme caractéristique,
on utilise une matrice contenant I’indéterminée X. On peut convenir qu’on
travaille dans M, (K (X)) ou K (X) est le corps des fractions rationnelles
a coefficients dans K.

« Un point important également : en dimension finie le polyndme minimal
n’est pas nul. Il suffit d’appliquer le théoréeme d’isomorphisme : I’image
de ¢,, que I’on note K [u] est incluse dans £(E) donc est de dimension
finie. Elle est isomorphe au quotient K [X]/(u. (X)), donc I’idéal engendré
par u, n’est pas nul. Cet idéal est formé des polynémes P pour lesquels
P(u) = 0, on les appelle polyndmes annulateurs. En dimension infinie,
un endomorphisme peut avoir un polynéme minimal nul.

* K|[u] estdonc une sous-algébre commutative de £(E). Comme elle est iso-
morphe & K[X]/(p. (X)), c’est un espace vectoriel de dimension deg (1.

Les premiéres propriétés de ces polyndmes sont réunies dans ce théoréme :

Théoréme 4.2.

 Lesracines du polyndme caractéristique sont les valeurs propres de u, elles forment
le spectre de w.

« Toute valeur propre est racine d’un polynéme annulateur.
* xy €stun multiple de p., (c’est le théoreme de Cayley-Hamilton).
* Yu €t i, ont les mémes facteurs irréductibles.
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Démonstration.
» On utilise les équivalences :

(Fx #0, u(x) = \z) < Ker(u— \id) # 0 <= det(u — Aid) =0
qui prouvent que les valeurs propres sont les racines du polyndme caractéristique.

* Parailleurs, si u(z) = Az, alors pour tout k de N, u*(x) = A*x par une récurrence
immédiate. On en déduit par linéarité que P(u)(z) = P(\)x, et toute valeur propre
est forcément racine d’un polynéme annulateur.

« |l faut démontrer que ., est dans I’idéal engendré par le polyndme minimal, au-
trement dit que c’est un polyndme annulateur. Fixons un vecteur non nul z, on
va montrer que x,(u)(z) = 0. Ce sera vrai pour tout z, et donc le résultat sera
démontré. On est en dimension n, la famille (z, u(z),...,u"(x)) est liée. Soit & le
plus grand des indices i tels que (z,u(x),...,u’(x)) soit libre,ona 0 < k < n.
Soit alors F le sous-espace engendré par (z, u(z), ..., u”*(z)), (il est de dimension
k+ 1) et soit G un supplémentaire de F'. On compléte (z, u(z),...,u*(x)) par une
base de G, et dans cette base, la matrice de u est du type :

(5 %)

ou C' est une matrice carrée de taille (k + 1) x (k + 1), B une matrice rectangle,
A une matrice carrée de taille (n — k — 1) x (n — k — 1), 0 représente une matrice
bloc nulle. De plus, la matrice C a la forme

0 ... 0 (87)
1 0 S
0 1 0
. 1 0 Q1
0O 0 ... 0 1 «
puisque u(u’(z)) = wu!tl(x) pour i < k et que uFT!(x) est de la forme

k
> " a;u(x). Onadonc:
i=0

Xu(X) = det(C' — XT)det(A — XT)

Le premier déterminant se calcule par récurrence ou, plus directement, en dévelop-
pant par rapport a la derniére colonne et :

Yu(X) = (—1)F+ (Xkﬂ -3 oziXi> det(A — XI) = G(X)F(X)
ol G(X) = (—1)F (XM — 3 o; X7) et F(X) = det(A — XT) mais alors
Xu(u) = G(u) o F(u) = F(u) o G(u) et xu(u)(z) = F(u)(G(u)(z))
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et
Gu)(z) = (—1)k+1( ) = 3 agul( ):o

On a bien x,, (u)(z) = 0. Comme le méme calcul peut &tre fait pour tout vecteur z,
le théoréme de Cayley-Hamilton est démontré.

« Commencons par I’observation suivante : si u est un endomorphisme de £, on peut

le représenter par sa matrice M dans une base de E. Le polyndme caractéristique
de u est det(M — AI). Si on considére un corps L contenant K, ce polyndbme ne
change pas lorsqu’on considére la matrice M/ comme élément de M, (L).
Par ailleurs, le polynéme minimal de u peut étre vu comme le polyndme unitaire
de plus bas degré tel que u, (M) = 0. Il n’est pas alors évident que ce polyndme
ne change pas si on considére la matrice M/ comme élément de M ,,(L). Appelons
@ le polyndéme unitaire de plus bas degré de L[X] tel que Q(M) = 0. Alors Q
divise p,,, car @ est le générateur de I’idéal des polyndmes annulateurs de L[X].
Mais le degré de @ est aussi le rang du systéme I, M, ..., Mt dans I’espace
vectoriel M,,(L), le degré de u,, est le rang de ce méme systeme dans M, (K).
Si on utilise la base canonique, ce rang se calcule comme taille maximal d’un
déterminant extrait non nul, et ce calcul est le méme que les coefficients soient vus
comme éléments de K ou comme éléments de L. On en déduit que le polyndme
minimal ne change pas si on «agrandit» le corps de base.

La démonstration du théoréme suit : on se place dans le cas d’un corps algébri-
quement clos; 1, et x, sont scindés, et u,, divise x,. L’ensembles des racines de
11, est inclus dans I’ensemble des valeurs propres, mais comme toute valeur propre
doit étre racine du polynéme annulateur 1., ces deux ensembles coincident, on peut
écrire :
k k
,uu(X) = H(X _)\i)ﬁi et Xu = nH
i=1 i=1

ou 1 < G; < o  pout tout 4. Les deux polyndmes ont mémes facteurs irréductibles.
Dans Ie cas genéral, on peut montrer que de méme les deux polynémes ont mémes
facteurs irréductibles.

O
Remarque : Une matrice de la forme de C' s’appelle matrice compagnon,
elle «accompagne» le polynéme P(X) = X* — Zf;ol a; X*. On la notera

c(P).

4.1.2. Diagonalisation

Si A; est une valeur propre de u, on anoté £\, = Ker(u — \;id) le sous-espace propre
correspondant. On va montrer que les sous-espaces propres sont en somme directe, et
on rappelle que w est dit diagonalisable lorsque cette somme directe est égale a F.
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Donnons une généralisation de cette définition.

Définition 4.3. Soit « un endomorphisme de E et k& > 2. S’il existe & sous-
espaces F; non nuls stables par et tels que :

on dit que u est diagonalisable par blocs. Si on note u; la restriction de v a F;,
on écrira :
U=UL Du2 P ... D ug

Ce vocabulaire se justifie facilement; si B; est une base de F;, alors la succession
des B; est une base B de F, et la matrice de u dans cette base est diagonale par blocs,
de la forme

M,y
My
MB(U) = .. :diag(Ml7M27”‘7Mk)

My,

Le reste de la matrice est constitué de blocs nuls. Revenons au cas ordinaire : un
endomorphisme w est donc diagonalisable s’il est somme directe d’homothéties.

Proposition 4.4. Soient \i, Ao, ..., \g des valeurs propres distinctes d’un endomor-
phisme w, alors les sous-espaces propres sont en somme directe :

k k
Y B\ =EPE,
i=1 i=1

On dit parfois que ces sous-espaces propres sont indépendants. Rappelons que, par
définition cela signifie que dans la somme, la décomposition d’un vecteur en somme
de vecteurs propres est unique. Un critére pour cela est que, pour tout s :

Ex (D _Ex ={0}
J#i
Démonstration. Procédons par récurrence sur k. Si k = 2, soitz € E, N E),. Alors
u(z) = Az = Az etdonc x = 0.
Supposons la propriété vraie pour k& — 1 valeurs propres distinctes et prenons
x € Ex\ N By Alorssiz =3, x;, enappliquant u on trouve :

u(z) =Nz =\ Zacj mais aussi u(zx) = Zu(azj) = Z)\jxj

J#i J#i J#i
Par soustraction,
Y (= Apa; =0
J#i
Par hypothese de recurrence et définition de la somme directe, tous les x ; sont nuls, et
2 aussi. O
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Nous savons que les valeurs propres sont les racines du polyndéme caractéristique ;
on va préciser ce qu’on peut dire a priori de la dimension des sous-espaces propres et
énoncer un premier critére de diagonalisabilité.

Théoréme 4.5. Soitu € L(E) et x, son polyndme caractéristique. Alors :
(M)

A est racine de y,, de multiplicité my = dim(E)) < my
(i)

u diagonalisable <= (x,, scindé sur K et m, = dim(E)) pour tout A € Spec(u))

On rappelle qu’un polyndme est scindé s’il est factorisable en polynémes du pre-
mier degré (distincts ou non), et chaque racine a alors une multiplicité.

Démonstration.
(i) Supposons que la dimension de E est & ; on peut alors considérer une de ses bases

e1,€es,...,ey et lacompléter en une base BB de E. La matrice de u dans cette base
s’écrit alors :
A, A
0 A
ou I est la matrice de I’identité de vect(eq,...,er) et Ay, Ay des matrices. Le

polynéme caractéristique de u s’écrit : x,,(X) = (A — X)*x4,(X), ce qui prouve
que k < my.

(if) Pour PI’implication =, il suffit d’écrire la matrice de « dans une base de
diagonalisation : le nombre d’occurrences de chaque valeur propre est a la fois la

dimension du sous-espace propre associé et la multiplicité de la valeur propre dans
le polynbme caractéristique.

Pour I’autre implication, on sait que
>, b= @D B
A€eSpec(u) A€eSpec(u)

donc la dimension de @)_\E§pec(u) E) est la somme des m. A_ cause de I’hypothese
sur le polyndme caractéristique cette somme est égale a n, dimension de E. On a
montré que E est somme directe de sous-espaces propres.

O

Corollaire 4.6. Si x, est un polyndme ayant n racines distinctes, ol n est la dimension
de E, alors u est diagonalisable.

Démonstration. La dimension d’un sous-espace propre est inférieure ou égale a 1,
donc est égale a 1 car elle est strictement positive. Il y a n sous-espaces propres
indépendants et de dimension 1, leur somme directe est donc E tout entier. O
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Ce cas est « tres» fréquent, dans le cas d’un corps algébriqguement clos comme C.
On peut en effet vérifier que I’ensemble des matrices ayant n valeurs propres distinctes
est dense dans I’ensemble des matrices.

Remarque : Sur R, le polyndme caractéristique peut ne pas étre scindé (cf.
0
1

endomorphismes dont le polyndme caractéristique est scindé et qui ne sont

a

0

propre a de multiplicité 2 mais le sous-espace propre associé est de dimension

1.

_01 ) et I’endomorphisme ne sera pas diagonalisable, mais il existe des

pas diagonalisables; I’exemple le plus simple est < : il y a une valeur

Un premier résultat non immédiat est que la propriété de diagonalisabilité passe aux
restrictions.

Théoréme 4.7. Soit u € L(F) diagonalisable et F' un sous-espace vectoriel stable
par u. Alors la restriction de u a F' est diagonalisable.

Démonstration. On va montrer que F' = @le (E\, N F) oules \; sont les valeurs
propres. On peut d’abord remarquer que la somme est bien directe, avec le critére
rappelé ci-dessus, et cette somme est incluse dans F'. Prenons x € F', décomposons-le
dans la somme directe £ = @le E,, et appliquons k£ — 1 fois I’endomorphisme w.
On obtient

x = Tr1t+T2+--+ag

u(x) = Mx1+ dowy + -+ A

u?(x) = Mo+ Mg+ + )\szk:
) = AT+ AT a4+ Ay,

Ce systeme a un déterminant non nul (déterminant de Vandermonde), on peut donc le
résoudre et exprimer chacun des x; comme combinaison linéaire de u*(z). Comme x
est dans F' et que I est u-stable, les x; sont dans F' : on a démontré I’autre inclusion, u
restreint a F' est diagonalisable. Attention, certains des ces sous-espaces peuvent étre
réduits au nul, cela n’a pas d’importance dans la démonstration. O

Encore un théoréme sur les sous-espaces propres.
Théoréme 4.8. Soient deux éléments u et v de £(E) qui commutent. Alors tout sous-
espace propre de u est v-stable.
Démonstration. Soit E, un sous-espace propre de u, et z un vecteur de F ) :
u(v(z)) = v(u(z)) = v(Az) = dv(z)

et cette égalité prouve que v(x) est soit nul, soit vecteur propre pour u (avec la méme
valeur propre), il est donc dans le sous-espace E . O
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On peut se demander si un sous-espace u-stable quelconque est aussi toujours
v-stable (quand u et v commutent) : prendre « = idz pour un contre-exemple.

4.1.3. Trigonalisation

Définition 4.9. Soit v un endomorphisme de F, espace vectoriel de dimension
n et k un entier tel que 2 < k& < n. On dit que u est trigonalisable par blocs
s’il existe une suite

{00 CARCRC..CF,=E

formée de sous-espaces vectoriels stables par w.
Si k = n, on dit que cette suite est un drapeau de E et que u est trigonalisable.

Expliquons d’abord le dernier cas : si la suite contient . espaces vectoriels, c’est que
chaque F; est de dimension ¢, puisque la suite des dimensions est une suite strictement
croissante d’entiers. On peut construire une base B = (e;)1<i<n telle que, pour tout
i, F; = vect(ey,...,e;); si M est la matrice de u dans la base 13, elle est triangulaire
supérieure, puisque u(e;) € vect(eq, ..., e;). Dans le cas général, si on construit une
base B telle que

vect(er,...,ex,) = F;
alors la matrice de u dans cette base sera de la forme

M, * *
0 M2 *

0o ... 0 M,
ou les M; sont des matrices carrées les x représentent des matrices quelconques.

Le résultat important est le suivant.

Théoreme 4.10. Soit E' un K -espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme
u de E est trigonalisable si et seulement si le polynéme caractéristique est scinde.

Démonstration.

< Supposons u trigonalisable. Alors sa matrice dans une base B de trigonalisation est
triangulaire supérieure et le polynéme caractéristique qui s’écrit :

M —X * * *
0 A — X % n
Xu(X) = det ) = (N —X)

1

1

0 ... 0 \,— X
est scindé.
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» L’hypothese est que le polynéme caractéristique est scindé. On procéde par ré-
currence sur n. Si la dimension est 1, la matrice est triangulaire supérieure (1).
Supposons que la propriété du théoréme soit vraie en dimension n — 1 et soit A une
racine du polyndme caractéristique; il lui correspond un vecteur propre e;. Si on
compléte e; enune base B = (eq, e9, ..., e,) de E, lamatrice de u est de la forme :

(o )

et xu(X) = (A — X)xas(t) prouve que M a un polyndme caractéristique scindé.
En utilisant (hypothése de récurrence) une base de trigonalisation pour M, dans
vect(es, . .., e, ) on obtient une trigonalisation de la matrice de f. On peut étre plus
précis, en écrivant que :

(0 7))@ )6 »)=0 i)

Exercice 4.1. Déterminer les endomorphismes « qui commutent avec tous les autres,
c’est ce qu’on appelle le centre de I’algebre £(E).

Exercice 4.2. Soit A = (a;;) une matrice de M,,(C). Montrer que I’on a

n

Spec(A) C | Blai, Y _ | aij |)
i=1 G
En déduire que si, pour toutide 1anona:
laiil > lai]
J#i
alors la matrice A est inversible. C’est le théoreme de Hadamard.

Exercice 4.3. Soient u et v deux endomorphismes de E, espace vectoriel de dimension
finie. Démontrer que X uov = Xwou. ON pourra commencer par le cas ot I’un des deux
est inversible, et utiliser les matrices A et B de « et v dans une base. Montrer par un
contre-exemple qu’on n’a pas, en général, fiyop = fyouy-

Exercice 4.4. Soit u un endomorphisme et £ = E¢ & E5 une décomposition de F en
sous-espaces supplémentaires qui sont u-stables. On note wuq et us les restrictions de
u & Fy et E». Montrer que :

Xu(X) = Xuy (X) Xup (X) et pu(X) = p.p.cm.(pry, (X), i, (X))
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Exercice 4.5. Montrer que si u et v sont deux endomorphismes de £ qui commutent
et sont diagonalisables, alors ils sont simultanément diagonalisables : c’est-a-dire qu’il
existe une base commune de diagonalisation. Méme question avec trigonalisable a la
place de diagonalisable.

4.2 DECOMPOSITION DE DUNFORD ET REDUCTION
DE JORDAN

4.2.1. Le lemme des noyaux

Dans ce paragraphe, nous allons proposer des «réductions» d’endomorphismes, et
donc écrire des endomorphismes sous forme de sommes directes de restrictions a des
sous-espaces stables. Commengons par observer le petit résultat suivant :

Proposition 4.11. Soitu € L(E) et P € K[X]. Alors Ker P(u) et Im P(u) sont des
sous-espaces u-stables.

Démonstration. Si z € Ker P(u), alors
P(u) o u(z) = wo Plu)(z) = u(0) =0
donc u(x) € Ker P(u). De méme, si z € Im P(u), il existe y tel que x = P(u)(y) et
u(z) =uo P(u)(y) = P(u) ou(y) € Im P(u)
0

Remarquons qu’il peut exister des sous-espaces u-stables qui ne sont pas de cette
forme, prendre par exemple v = idg.

Passons maintenant au lemme des noyaux; c’est une tradition de parler de
«lemme», alors que le résultat que nous allons énoncer mériterait certainement
d’étre promu au rang de théoreme...

Lemme 4.12. des noyaux. Soitu € L(F) et (P;);=1ax une suite de polyndmes de
K[X]. On suppose que les P; sont premiers entre eux deux a deux. Alors :

k k
Ker (H R) (u) = @Ker Pi(u)
i=1 i=1

En particulier, si P = Hle P; est un polyndme annulateur

k
E = @ Ker P;(u)
i=1
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Démonstration. On définit des polynémes (Q; par
Qi(X) =] F(X)
J#
et par I’hypothese, les polyndmes (Q; sont premiers entre eux dans leur ensemble. Il
existe donc des polyndmes A; tels que Zle A;Q; =1, etdonc

k
> Ai(u) 0 Qi(u) = id
1=1

Si un vecteur est dans I’ensemble Zle Ker P;(u), on a directement, en calculant son
image par [T%_, Pi(u) qu’il est dans Ker (Hle R) (u). Réciproguement, soit 2 un

vecteur de Ker (Hle B) (u). D’apreés la relation précédente, on peut écrire

k k
r=> Aiw)oQiu)(z) =) =z o0  x;=A;u)oQi(u)()
=1 =1

Mais alors, pour un entier j fixé quelconque,
k

Pj(u)(z;) = Pj(u) 0 Aj(u) 0 Qj(u)(z) = Aj(u) o [ ] Pi(u)(x) =0

i=1
et donc z; € Ker Pj(u). On a donc montré que Ker (HlePZ-) (u) est égal a

Zle Ker P;(u), il reste @ montrer que cette somme est directe.
Soit en effet une égalité 1 + --- + . = 0 ou les x; sont respectivement dans
Ker P;(u). D’apres la relation de Bézout,

k
zo= ) Aiu) o Qi(u)(w1)
=1
= Ai(u) o Qi(u)(z1)

k
= Ay(u)oQi(u) (- Z:UZ)
=2

k
= = Ai(u) o Q(u)(x;)
i>2
=0
car Q1 (u)(z;) = 0 pour tous les ¢ supérieurs ou égal & 2. Ce calcul peut se faire pour
tous les autres indices, on a démontré que la somme est directe. O

Donnons maintenant un nouveau critére de diagonalisabilité, qui utilise les poly-
ndmes annulateurs. Ce critére se révele étre redoutablement efficace.



96 4 o Algébre linéaire

Théoréme 4.13.

* u est diagonalisable si et seulement si il existe P € K[X] annulateur pour u et
scindé & racines simples.

« u est diagonalisable si et seulement si ., est scindé a racines simples.

Dans cet énoncé, toutes les racines doivent étre simples, on dira, pour aller plus
vite, que le polyndme est scindé simple. C’est le cas par exemple des deux polyndmes
X2 —1, X% — X, qui annulent respectivement les symétries et les projections. Toute
symeétrie, toute projection est donc diagonalisable.

Démonstration. [du théoréme] Commencons par la premiére équivalence :

= Si Ay, ..., A sontlesvaleurs propres distinctes I’hypothése « diagonalisable donne
E =@F | E, etsionpose P(X) =[], (X — \), alors P(u)(z) = 0 caren
décomposant = dans la somme directe, toutes ses composantes sont annulées par
P(u). On a donc un polyndéme annulateur, qui par construction est scindé simple.

<SiP(X) = Hle(X — A;) ou les \; sont deux a deux distincts, est un polynéme
annulateur pour u, alors Ker P(u) = F = EBf:l Ker(u — \id) par application du
lemme des noyaux.

Passons a la seconde équivalence :

=- Si u est diagonalisable, il existe un polyndme scindé simple annulant u, ce po-
lynéme est dans I’idéal engendré par le polynéme minimal, qui est donc scindé
simple.
< Si le polynéme minimal est scindé simple, c’est un polyndme annulateur de w, qui
est donc diagonalisable.
O

Remarque : On peut maintenant faire une nouvelle démonstration du théoréme
4.7 p. 91 : si u est diagonalisable et si pu., est son polynéme minimal, alors
toute restriction de « a pour polyndme minimal un diviseur de p.,, qui est
donc également scindé simple, toute restriction de « est diagonalisable.

4.2.2. Sous-espaces caractéristiques

Revenons au polyndme caractéristique, notamment dans le cas ou il est scindé mais
non forcément scindé simple.

Théoréme 4.14. Soit u € L(F), E étant de dimension finie. Supposons que x,(X)
soit scindé, de la forme :
k
Xu(X) = JJ(X = 2™
=1
ou les A; sont deux a deux distincts ;
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alors :
« E= Eszl Ker(u — \;id)

* Les Ker(u — \;id)® sont u-stables, de dimension «;, et si on note u; la restriction
de u & ces sous-espaces, on a :

o (X) = (1) (X = x)

Les sous-espaces Ker(u— \;id)% s’appellent les sous-espaces caractéristiques de
u. A titre d’abréviation, on n’hésitera pas a parler de s.e.c.

Démonstration.

 Par le théoreme de Cayley-Hamilton, le polyndme caractéristique de u est annula-
teur. En appliquant le lemme des noyaux, et compte-tenu de ce que les (X — \;)*
sont premiers entre eux deux a deux, on obtient le résultat souhaité.

* La stabilité est immédiate, car un s.e.c. est de la forme Ker P(u). On peut ensuite

écrire la matrice de u sous forme diagonale par blocs, et on a alors x,, = Hle Xu,; -
Pour montrer la fin du théoreme, on peut se placer dans le cadre suivant : si
Xu = PPy ou P, A P, = 1, en notant u; la restriction de v a Ker P;(u), on
va montrer que x,, = PF; (a un scalaire multiplicatif prés), et une récurrence
immédiate donnera alors le résultat.

Onadonc E = Ker P;(u) ® Ker P>(u), décomposition en sous-espaces u-stables,
donc x(X) = Pi(X)Pa(X) = xu, (X)xu, (X) en utilisant une matrice diagonale
par blocs. Soit maintenant i, le polyndme minimal de ;. Alors Py(uy) = 0
implique i, | Pi, et donc p,, A P, = 1. Mais alors x,, A P, = 1 puisque le
polyndme minimal et le polyndme caractéristique ont mémes facteurs irréductibles.
Le lemme de Gauss permet alors d’affirmer que x, | P1. De méme x,,, | P». Mais
comme Py Py = Xy, Xu,, ON conclut

Xu (X) = P1(X) et x,(X) = P(X)
(& un scalaire prés).

4.2.3. Décomposition de Dunford

Il est maintenant possible de donner une théoréme important de décomposition, qui
offre de nombreuses applications théoriques et pratiques, c’est la décomposition de
Dunford.

Théoréme 4.15. Pour tout u € £(FE) dont le polyndme caractéristique est scindé, il
existe un unique couple (d, n) d’endomorphismes de E tel que :

u=d-+n, nod=don, n est nilpotent, d est diagonalisable.

Bien sdr, I’unicité affirmée dans le théoreme laisse entendre que si « est diagonali-
sable, on auran = 0 et si u est nilpotent on aura d = 0.
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Démonstration.

(1) Existence
k

On écrit le polyndéme caractéristique x,(X) = [[[_;(X — X)* ou les
A; sont distincts, et E est donc somme des sous-espaces caractéristiques
C; = Ker(u — \id)*. Pour tout ¢, soit u; la restriction de w & C; et

n; = u; — M\ide,. Soit alors

d =P Nide,

et soit de méme n la « somme directe » des n;. Rappelons, pour étre plus précis,
que d et n sont définis par :

k k
n(z)=> ni(x),  dz) =) Mz
i=1 =1

ot z = S°¥  ; est la décomposition de  dans la somme directe des sous-
espaces caractéristiques. Mais alors d est diagonalisable comme somme directe
d’homothéties sur les sous-espaces caractéristiques qui sont supplémentaires. De
plus n est nilpotent. En effet, on a

k
n*(z) =) ni(x:)
i=1

puisque n(z) = >, ni(x;) est I'écriture de n(x) dans la somme directe. On peut
calculer de méme n et on en déduit que n est nilpotent.
Enfin

k k
=1 =1

(2) Unicité
Soit v = d’ + n/ une autre décomposition, ol d’ commute avec n’. Alors d’
commute avec u = d’ + n/, donc avec (u — \;id)* et

d/(Cz) = d’(Ker(u — )\Zld)al) c C;

il suffit de I’écrire. Mais comme d’ est diagonalisable, d’ est diagonalisable sur le
sous-espace C; qu’il stabilise. Soit alors - un vecteur propre pour d’ pris dans C;,
et A la valeur propre associée :

d'(z) = Az = u(z) = (d +n)(x) = Az + n'(2)
Si on prend I’entier ¢ le plus grand tel que n/*(z) # 0, alors :
won(z) =n ou(x) =n""o(d +n)(z) =n" od(x) = An' ()

et donc A est valeur propre de «. Mais comme C; est stable par u et d’, il est stable
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par n/, donc le vecteur n'‘(x) est dans C; = Ker(u — \;)% et la valeur propre
A est \; (voir le polyndme caractéristique de w restreint & C;). On en conclut que
d' = detdoncn’ = n.

O

La décomposition de Dunford a de nombreuses applications pratiques : par exemple
le calcul de u* = (d + n)* est aisé, puisque

« On peut appliquer la formule du binéme de Newton car d et n commutent.
 Les puissances de d se calculent facilement dans une base de diagonalisation.
* Le puissances de I’endomorphisme nilpotent n sont rapidement nulles...

On peut également calculer I’exponentielle de w, et donc, par exemple, résoudre des
systemes différentiels a coefficients constants.

4.2.4. Réduite de Jordan

Nous allons maintenant utiliser la décomposition de Dunford pour obtenir une nou-
velle réduction des endomorphismes dont le polyndme caractéristique est scindé.

Théoréme 4.16. Soit u € L(E). On suppose que ., est scindé. 1l existe des bases
de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant
du type :

A1 0O ... 0
o X 1
J = (Jz,j)lémép =
1
o ... A

avec donc J; ; = A pour tout ¢ et J; ;41 = 1 pour tout ¢ < p, les autres coefficients
sont nuls. De plus, il y a unicité d’une telle décomposition, a I’ordre pres des blocs.

Définition 4.17. Une matrice de la forme donnée dans le théoreme est une
réduite élémentaire de Jordan. On la note J(\, p) ou p est le nombre de lignes
et de colonnes. Le nombre p = 1 est autorisé. Une matrice diagonale par blocs,
dont les blocs sont des réduites élémentaires est appelée réduite de Jordan.

Tout repose sur un lemme, qui envisage le cas d’un endomorphisme nilpotent.

Lemme 4.18. Soit v un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel de dimension
n. Si uf = 000 k € N* (u est donc non nul), alors il existe une base de E dans
laquelle la matrice de « est diagonale par blocs, les blocs étant de la forme J(0, p),
avec p < k.
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Démonstration. [du lemme] Supposons que & soit I’ordre de nilpotence (c’est-a-
dire que »* = 0, tandis que «*~! #£ 0). Pour commencer, remarquons que les
«noyaux itérés» Ker u’ sont emboités, et forment une suite croissante. Soit alors S,
un supplémentaire de Ker u*~1. Alors :

u(Sg) C KeruF~1
u(Sk) N Ker uF~2 = {0}
dim Sy, = dimu(Sy) = ... = dim u¥~1(Sy)

La premiére inclusion est due a la k-nilpotence de «. Montrons la seconde propriété :
Siz € u(Sk) N Keru*~2, alors il existe y € Sy, tel que 2 = u(y). Mais alors
0=u""%(z) =u""1(y) donc yeKeru NS, ={0}

y donc x est nul. Enfin, u restreinte a S, est bien sOr bijective de Sy sur u(S) car Sy
ne contient aucun vecteur de Ker(u), et de méme pour les autres sous-espaces.

On a donc dans Ker v*~, deux sous-espaces supplémentaires, et I’on peut compléter
par un sous-espace Si_1 (éventuellement nul cette fois) de sorte que :

Keru ' =S, & u(Sk) ® Ker b2

A I’étape suivante, on vérifie immédiatement que u(Sy_1), u?(Sy) et Ker u*~3 sont
dans Ker «*~2. Il y a donc un sous-espace Sj_o pour compléter. Par récurrence, on
construit donc une suite de sous-espaces vectoriels S _1, Si_o, ..., So tels que :

k—i—1
Ker vt = @ W (Sitjr1) | @ Keru!
§=0
En définitive, on a:
FE = S, @ KeruF!
KeruF=' = wu(Sy) ® Sp_1 © KeruF—2
Kerub=2 = u?(Si) @ u(Sk_1) @ Sp_2 @ Kerub—3
Keru = NSy @ uF A (S_) @ ... D u(S) & Sy

D’ou la décomposition de £ lui méme :

gue I’on peut écrire :
E

I
8
®
7
@
@
g
@
N
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Si maintenant on prend un vecteur e,, non nul de Sy et ses images successives,
en—1 =ul(en), en—2 = ulen, ), .- €n—k+1 = u(€n_g+2), alors (e,—k+1,...,6€n) €St
libre et la restriction de u a ce sous-espace a pour matrice .J (0, k). Si on continue avec
(s’il en existe) un vecteur de S indépendant de e,,, on obtiendra un autre sous-espace
u—stable, avec une matrice J(0, k). De méme, des vecteurs indépendants de Sj_;
donneront des blocs J(0,k — 1).

Remarquons que : la taille maximum d’un bloc de Jordan est k. Dans chaque base
correspondant a un bloc, il y a un seul vecteur du noyau de u, et ces bases sont
«indépendantes », donc la dimension du noyau est égale au nombre des blocs.

En utilisant des bases des .S; et de leurs images, on obtient une réduction de Jordan. (J

Et maintenant, démontrons le théoreme.

Démonstration. Si on suppose ., scindé, alors d’aprés le lemme des noyaux, E peut
s’écrire :

k
E = Z Ker(u — \;id)*
=1
et dans chacun de ces sous-espaces, la restriction de v — A;id est nilpotente. On peut
donc «Jordaniser» la matrice de u. On obtiendra des blocs de Jordan de la forme

Voici maintenant un théoreme de bilan et d’application de cette réduction de Jordan,
gue nous énoncerons en terme de matrices.

Théoréme 4.19.

* Toute matrice de M,,(C) est semblable & une réduite de Jordan.

 Si Aet B deux matrices de M,,(C) sont semblables, alors elles ont méme polynéme
caractéristique et méme polynéme minimal.

 Deux matrices A et B de M,,(C) sont semblables si et seulement si elles ont méme
réduite de Jordan (a permutation des blocs pres).

« Pour toute matrice A de M,,(C), A et*A sont semblables.

Pour commencer, montrons que la réciproque de la deuxiéme affirmation est fausse.
Pour cela, il faut un contre-exemple de dimension suffisante. Prenons U matrice nil-
potente d’ordre 3 et construisons deux matrices blocs A et B de la fagon suivante :

0 10
(00 ) as( ) s
0 0O

Le polyndéme caractéristique de U est X3, et c’est aussi le polyndéme minimal de U,
puisque U? # 0. Quant & A et B, ces matrices ont méme polynéme caractéristique
(X©), et méme polyndme minimal (X 3), et pourtant elles ne sont pas semblables (car,
par exemple, elles n’ont pas le méme rang.)
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Donnons maintenant la démonstration du théoréme :

Démonstration.
(1) Tout polyndme a coefficients complexes est scindé.

(2) C’est déja fait pour le polyndme caractéristique. Et on voit facilement que si P
annule une matrice A, alors P annule toute matrice semblable a A.

(3) En définitive, il s’agit de vérifier une unicité, a permutation des blocs pres. Tout
repose sur le fait que les blocs sont déterminés par les dimensions des noyaux
itérés : leur taille et leur nombre dépendent seulement des propriétés géométriques
de I’endomorphisme, non de la matrice qui les représente.

(4) 1l suffit de montrer que c’est vrai pour un bloc; facile, il suffit d’inverser les
vecteurs de base, avec par exemple la matrice de passage

0O ... ... 0 1

O

Exercice 4.6. Soit A une matrice de M,,(K), triangulaire supérieure. On I’écrit sous
laforme A = D + T, ou D est la matrice diagonale formée des éléments diagonaux
de A. Montrer que T est nilpotente, mais que cette écriture n’est pas forcément la
décomposition de Dunford de A.

Exercice 4.7. Soit F de dimension 2, 3, 4, 5 ou 6 : combien y a-t-il de classes de
similitude d’endomorphismes nilpotents ?

4.3 REDUCTION DE FROBENIUS

Cette nouvelle réduction s’applique dans tous les cas, méme si le polynéme caracté-
ristique n’est pas scindé. Notre théorie pourra donc s’adapter a n’importe quel corps,
pas forcément algébriquement clos.

4.3.1. Sous-espace stable et quotient

On est souvent placé devant la situation suivante : F' est un sous-espace u-stable de
FE qui n’admet pas de supplémentaire u-stable. On ne peut donc écrire une diagona-
lisation par blocs de la matrice de u, mais seulement une trigonalisation par blocs.
L utilisation de sous-espaces vectoriels quotients est adaptée a ce cas.
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Si E est un K -espace vectoriel et F' un sous-espace de E, on peut définir le quotient
E/F issu de larelation d’équivalence x = y (mod F') <= z—y € F. Ce quotient
est naturellement muni d’une structure de K -espace vectoriel, si on pose

T+y=o+y et \T = \z

ou T désigne la classe d’équivalence de x.
Si u est un endomorphisme et si F' est u-stable, on peut dire davantage.

Proposition 4.20. Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel u-stable. Alors il
existe un seul endomorphisme @ de E/F tel que :

() = ulz)
De plus, si By = (e,...,ex) est une base de F', que I’on compléte en une base
B = (e1,...,e,) de E, alors B = (€41, ...,€,) est une base de E/F. Enfin, la
matrice de u s’écrit dans la base B sous la forme :

Mp(u) = (é g)

A=Mg(u)=A e C =Mz

ou

Démonstration. Il faut vérifier que si T = 7 alors u(x) = u(y). C’est le cas puisque
F est u-stable et :

r—y€eF=ulx)—uly) =ulr—y) eF
La linéarité se montre sans difficulté. Si x est un vecteur quelconque,

n n n
T = inei donc T = ine_i = Z T;i€;
=1 =1 i=k+1
De plus, si cette somme est nulle, le vecteur Zbk x;e; est dans F' et dans
vect(eg1,...,6en), il est donc nul. Enfin, I’affirmation concernant la matrice A
est due a la stabilité de F', I’affirmation concernant C résulte de

n n n
u(ej) = Zmi,jei donc u(e;) = me@i = Z m; je;
=1 i=1

i=k+1

4.3.2. Sous-espaces cycliques

Soit « un endomorphisme de F, K-espace vectoriel de dimension finie. On va étudier
une décomposition de E en sous-espaces stables par u, différente de celle vue dans le
paragraphe précédent, et qui permet cependant de « classer » les endomorphismes.
Sia € E estun vecteur quelconque, I’application ¢,

K[X] — E
P(X) =30 X" — Plu)(a) =3

;aiu'(a)
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est linéaire. Le générateur unitaire de son noyau s’appelle polyndme minimal de u en
a, on le note /1, o(X). Pour donner un exemple élémentaire, si a est un vecteur propre
de u associé a la valeur propre A, son polyndme minimal est X — A. Une premiere
propriété s’obtient facilement.

Proposition 4.21. Pour touta € E, [ty | fu-

Démonstration. En effet, puisque p,(uw) = 0 (endomorphisme nul), on a
i (u)(a) = 0 et le polyndme p,,(X) appartient a Ker ¢, 4. O

Le résultat suivant est moins banal, et moins facile a obtenir.

Théoreme 4.22. Pour tout endomorphisme de F, il existe un vecteur a € E tel que
My = Hu,a-

Démonstration. Commengons par supposer que g, est primaire, c’est-a-dire
puissance d’un irréductible P; : p,(X) = PF(X). Alors, si on prend a dans
E\ Ker Pf‘l(u) (qui est non vide, par définition du polyndme minimal), le théoréeme
est satisfait. En effet, 11, ,(X) est un diviseur du polynéme minimal P*(X) et c’est
donc une puissance de P; puisque P; est irréductible. Par ailleurs, par définition de a,
PM(u)(a) # 0, etdonc ju,., = PF.

7

Si maintenant le polyndme minimal s’écrit
k

(X)) = [T B ()
=1
ou les P; sont irréductibles, on peut choisir a; dans Ker P (u) \ Ker PF ! (u), et
a=aj+...+ ag Vérifiera p, o = fq. O

Soit toujours « un endomorphisme. Si a est un vecteur de F, on appellera sous-
espace cyclique engendré par a, le sous-espace vectoriel vect(a, u(a), . .. ,u*(a), . ..).
Ce sous-espace sera noté (a) s’il n’y a pas risque de confusion. Si y,, , est le polynéme
minimal de v en a, il permet d’obtenir la plus courte relation de liaison entre les u* (a).
Le degré de ce polyndme minimal est donc la dimension de (a), dont une base est
(a,u(a),...,uk"1(a)) ou k est le degré de s, 4. De plus

Proposition 4.23.

* Tout sous-espace cyclique (a) est u-stable. Si u, est la restriction de u a (a), alors
My = Pu,a € Xu, = :l:,uu,a-

* Si F est un sous-espace u-stable tel que i, = £xy,,, alors F" est cyclique.

» F est cyclique si et seulement si il existe une base C de F telle que la matrice de
u),, dans cette base soit une matrice compagnon.
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Démonstration.

Si x est un vecteur de (a), il est de la forme P(u)(a) ou P est un polyndme. Alors,
en posant R(X) = XP(X),onau(x) = uo P(u)(a) = R(u)(a) et u(x) est
aussi dans (a) qui est ainsi stable par «. Si @ est un polyndéme tel que Q(u,) = 0,
il vérifie Q(u) o P(u)(a) = 0 pour tout polyndbme P, donc (@ est un multiple de
Hu.a, €L réciproquement. De plus, la dimension de (a) est le degré de y,, 4, donc le
polyndme caractéristique ., qui est de méme degré et qui est dans I’idéal (p.,, ),
est proportionnel & y,,, .

Si I est un sous-espace u-stable et si i, estle polynome minimal de w,., il existe
a de I tel que son polynéme minimal (dans F) soit 1., . Mais alors le sous-espace
engendré par les P(u)(a) a méme dimension que le degré de p,,, = xu,,, donc
méme dimension que F', c’est F.

Si F' = {(a), F de dimension k, alors une base de F est (a,u(a),...,u*"1(a)) et
i ftu,0(X) = X* — 3¢ a; X7 alors la matrice de uj,, est de la forme :

0o ... 0 (7))

1 0 Do

cpy=|o 1 o

0 0 1 A

qui est bien la matrice compagnon (voir la remarque page 88) de f¢4, 4(X).

Enfin, la forme méme d’une matrice compagnon montre que I’espace engendré
par C = (e, e2,...,ex) est de la forme vect(eq, u(ey), ..., u(ex—1)), donc est
cyclique.

On dit alors gue I’endomorphisme w est cyclique s’il existe un vecteur a tel que

(a) = E. D’apres la proposition précédente, E est cyclique pour w si et seulement si
le polyndme minimal de « est égal (au signe pres) au polyndme caractéristique de u.
On sait que u est cyclique si et seulement si sa matrice est de la forme compagnon
dans une certaine base. Donnons un autre exemple.

Proposition 4.24. Tout endomorphisme dont la matrice dans une base B est un bloc
de Jordan, est cyclique.

Démonstration. Si M € M (K) est de la forme

A1 o ... 0
0o X 1
M =
1
0o ... A

alors un calcul facile montre que M — AI est nilpotente d’indice k. Le polyndme
minimal de M est de la forme (X — \)*, de méme degré que la dimension, il est égal
au polynéme caractéristique. O
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4.3.3. Décomposition en sous-espaces cycliques

Le théoréme de décomposition de Jordan permet d’affirmer que tout endomorphisme
est somme directe d’endomorphismes cycliques, mais dans le cas d’un polyndme
caractéristique scindé. Nous allons donner une autre décomposition en sous-espaces
cycliques et préciser des conditions qui permettront d’assurer I’unicité.

Théoréme 4.25. Soit u € L£(F), ou E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Il existe des sous-espaces cycliques (non nuls) £y = (a1), Es = (a2),....Ex = (ag)
tels que, si on note w; la restriction de v a E; on ait :

E=FE®Eo&...0 E; et u=uyPb...PDug

avec
Moy, ’/’Luk—l | | Huy = Moy

k
Xu = H/Jui
=1

Unicité : les polynémes p,,, sont entierement déterminés par «, on les appelle diviseurs
élémentaires de u.

et

Démonstration. Certaines parties de la démonstration sont délicates. Distinguons les

étapes.

« On procede par récurrence sur la dimension de E, le résultat étant banal en dimen-
sion 1.

« Il existe un sous-espace cyclique de dimension maximale. En effet, si u,, est le po-
lyndéme minimal, il existe a1 € E tel que jiy, q, = v, €t le sous-espace £y = (a1)
est cyclique de dimension maximale, égale au degré de ..

» Comme E; est u-stable, il existe un morphisme quotient @ de F/FE; dans lui-
méme : voir la proposition 4.20. Par hypothese de récurrence,

E/Ey\=Ey®E3®--- & By,

ol les E; sont -cycliques, de la forme (7,), et ol les polyndmes minimaux des &
restreints aux E; vérifient les propriétés du théoréme. On va chercher des « bons »
représentants des y,. Choisissons un indice ¢ > 2, et notons, pour simplifier P le
polyndme minimal de 7;, qui est aussi le polyndme minimal de % restreinte a E;.
Alors : P divise p,. En effet, u,(u) = 0 implique, par définition de @, que
py (@) = 0. Il existe donc un polyndme @ tel que 11,(X) = Q(X)P(X).

Soit maintenant x; un représentant quelconque de ;. Alors P(@)(y;) = 0 implique
P(u)(x;) € Eq, et, par définition de £}, il existe un polyndéme R tel que

P(u)(z;) = R(u)(a1)
Mais on a alors

0= pu(u)(i) = Qu) o P(u)(xi) = Q(u) o R(u)(a1)
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et le polynéme Q(X)R(X), annulateur par « de a; est multiple de
p(X) = Q(X)P(X).

On en déduit que R est multiple de P. Si on pose R(X) = P(X)S(X), on aura
alors :

P(u)(zi) = R(u)(ar) = P(u) o S(u)(a1) dob  P(u) (zi — S(u)(a1)) =0

Posons a; = x; — S(u)(aq1). Ce vecteur est bien sdr dans la méme classe que x;
modulo E;.

On a alors yu,,q, = P. En effet, nous venons d’écrire que P(u) annule a;, donc
Hu,a; | P. Ensuite,

fua, (w)(a;) =0 implique  fiyq, (@) (@) =0
donc iy, o, divise P.
Si on pose E; = (a;), pour i > 2, on vient de voir que les polyndmes minimaux de
w restreints a ces sous-espaces ont la propriété du théoreme. Reste a montrer qu’ils
sont en somme directe, et que cette somme est un supplémentaire de E.
Soit donc F' la somme S°F_, E;. Alors, il existe un morphisme de F = S°% | E;
dans EBf:Z E; = E/E; défini par la somme des projections :

k k

> Si(u)(ai) = Y Si(@)(@)

=2 =2
ou les S; sont des polynémes quelconques. Il est surjectif par définition des @;. C’est
un morphisme, et il est injectif car si - , S;(@)(@;) = 0 alors S;(u)(a;) = 0,
puisque les E; sont en somme directe, donc pour tout i > 2, le polyndme minimal
de w restreint & E; divise S;. Or ce polyndme minimal est aussi /i, q,, polyndme
minimal de w restreint & £;. On en déduit que .S;(u)(a;) = 0 pour tout 7 > 2, donc
que I’application est bijective. En conclusion, les E; sont en somme directe.
Le lecteur aura bien sir remarqué que les ,,, sont des diviseurs de ., puisque ce
sont des polyndmes minimaux d’éléments de F.

Nous ne prouverons pas I’unicité des polynémes que I’on appelle facteurs invariants
de u. Il est clair que celui de plus haut degré, multiple de tous les autres, est bien
déterminé puisque c’est le polynéme minimal de u. De méme le produit des facteurs
invariants de w est bien déterminé puisque c’est le polynéme caractéristique de
u, mais cela n’implique pas, en général, I’unicité de la liste des autres facteurs
invariants.

Terminons en remarquant que les (a;) eux ne sont pas uniquement déterminés par
w : si u = id, les polyndmes sont

(X)) = pa(X) = ... = po(X) =X — 1
et on peut prendre pour (a;) n’importe quelle base de E.
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Les polyndmes ainsi définis s’appellent donc les diviseurs élémentaires de u. Si
A est une matrice carrée, on peut la considérer comme matrice d’un endomorphisme
par exemple d’un endomorphisme de K™ dans la base canonique, et on parlera alors
des diviseurs élémentaires de la matrice. Une conséquence de ce théoréme, mais qui
utilise I’unicité que nous n’avons pas prouvée, est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 4.26. Deux matrices sont semblables si et seulement si elles ont les mémes
diviseurs élémentaires.

Démonstration. Il suffit d’observer que notre approche montre que les diviseurs
élémentaires d’une matrice sont ceux d’un endomorphisme qu’elle représente. Or deux
matrices sont semblables lorsqu’elles représentent le méme endomorphisme dans deux
bases différentes, si donc elles ont les mémes diviseurs élémentaires. O

Remarque : On trouvera une démonstration de I’unicité par exemple dans
[15]. On trouvera également dans cet ouvrage, et d’autres, des algorithmes
permettant de calculer rapidement les diviseurs élémentaires d’une matrice,
par de simples calculs de déterminants et de p.g.c.d de polynémes.

Exercice 4.8. Soit v de matrice <(1) (2) et a un vecteur quelconque. Déterminer les

sous-espaces (a). Donner la décomposition de Frobenius de w.

Exercice 4.9. On suppose que u a pour matrice un bloc de Jordan J (A, n). Trouver,
dans une base de Jordanisation, un vecteur a tel que £ = (a).

Exercice 4.10. On suppose que w est diagonalisable, de valeurs propres A1, Ag, ...,
Ak Quels sont ses diviseurs élémentaires ? Quand w est-il cyclique ?

Exercice 4.11. On suppose que u est cyclique. Montrer que I’ensemble des endomor-
phismes v de E' qui commutent avec « coincide avec I’ensemble des polyndmes en .
Est-ce une propriété caractéristique des endomorphismes cycliques ?

EXERCICES

Exercice 4.12. Sous-espaces stables, dualité. Soit v € L(FE), ou E est un K-
espace vectoriel de dimension finie. On note E* le dual de F, et on rappelle que *u est
I’endomorphisme de E* défini par : tu(¢) = ¢ o w.
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(1) Soit B = (ey,...,e,) une base de E, on note B* = (e], ..., n) la base duale. Si
M est la matrice de u dans la base 3, déterminer la matrice de ‘« dans la base B*.

(2) Lorsque H est un sous-espace vectoriel de E, on note H ° son orthogonal défini
par :

={¢p€ E*|Vz e H, ¢(x) =0}
On note également, Iorsque G est un sous-espace de £ :
={r € E|VY¢p<cq, ¢(x) =0}

Montrer alors que H° = H On pourra commencer par démontrer que
dim H° = dim F — dim H.

(3) Montrer que H est stable par u si et seulement si H © est stable par ‘u.

(4) On suppose que K = C. Montrer qu’un endomorphisme « a des hyperplans
stables et donner un moyen pratique de les obtenir. Application : trouver tous
les sous-espaces stables de I’endomorphisme « dont la matrice dans une base 5
s’écrit :

1 2 -1
M=|(2 3 -1
0 3 0

Exercice 4.13. On suppose que le polynéme caractéristique de « est scindé. Montrer
que si u = d + n est sa décomposition de Dunford, d et n peuvent s’exprimer sous
forme de polynémes en w. On utilisera la démonstration du « lemme des noyaux ».

Exercice 4.14. Soit w un endomorphisme de FE, de dimension finie, et soit
(Ker(u)*)zen la suite des noyaux itérés. Montrer qu’elle est d’abord strictement
croissante puis stationnaire. Montrer qu’il existe un morphisme injectif naturel de

Ker(u*?)/ Ker(ufT1) dans Ker(u* 1)/ Ker(u¥)

et en déduire que la suite (d;) ot d; = dim Ker u? croit « de moins en moins vite » en
ce sens que dg42 — dr4+1 < dgy1 — di.

Soit maintenant » un endomorphisme nilpotent. On note j, le nombre des blocs de
taille £ dans sa décomposition de Jordan. Quelle relation y a t-il entre la suite (d;) et
la suite (jx)?

Exercice 4.15. Soit v un endomorphisme dont le polyndme caractéristique est scindé.
On consideére une valeur propre A et (Ker(u — Aid)*),en. On suppose que la multi-
plicité de A dans le polynéme caractéristique x ,, est « et que la multiplicité de A dans
le polynéme minimal 1., est 5. Montrer que la suite des noyaux itérés est stationnaire
a partir de I’indice $3, et que la dimension des derniers noyaux itérés est c.
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PROBLEME

Le corrigé de ce probléme est disponible sur le site de Dunod : www.dunod.com.

4.1. QUESTIONS DE TOPOLOGIE

On suppose que le corps de base est R ou C et que I’espace vectoriel E est muni d’une
norme. On rappelle qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

(1) Soit || || une norme de E, on note S la sphere unité, c’est-a-dire I’ensemble des
vecteurs de norme 1. Si « est un endomorphisme de E, montrer que

[[ull = sup [Ju(z)]|
zeS

definit une norme sur £(E). On dit que c’est la norme subordonnée a la norme de
E dont elle est issue.

(2) Montrer que toute norme subordonnée vérifie
V(u,v) € L(E), [luov| < lull{lv]
On dit que cette norme est sous-multiplicative. On se placera toujours dans ce cas,
pour la fin du probléme.

(3) On suppose qu’une base de F a été fixée, il y a alors isomorphisme entre E et
M., 1(K), entre L(E) et M,,(K). A toute norme dans M, 1 (K) on peut ainsi
associer une norme subordonnée dans M., (K'). Décrire les normes subordonnées
associées aux trois normes suivantes :

SitX = (x1,22,...,25),alors:

n n %
3
lzlh = |zl ll=ll2 = (Z |xi|2> v lzllee = sup ||
i=1 i=1 =1

(4) On a choisit une norme sous-multiplicative quelconque. Soit A une valeur propre
réelle ou complexe de w. Montrer que |A| < ||u]|.

(5) Montrer que GL(FE) est un ouvert dense de L(E).

(6) Onsuppose K = C. Montrer que I’ensemble des endomorphismes diagonalisables
est dense dans £(E). Que dire dans le cas réel ?

(7) On suppose toujours K = C. Montrer que I’ensemble des endomorphismes ayant
n valeurs propres distinctes est dense dans £(E).

(8) En utilisant des arguments de densité, prouver que uov et vou ont méme polyndme
caracteristique.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 4.1. Soit (e;);er une base de FE, (finie ou infinie) et w qui commute
avec tous les endomorphismes. Alors, pour tout j, u(e;) = > . ;a;je;, avec
Card{i | a;; # 0} < co. Soitalors g I’endomorphisme défini par :

gi(ej):O SIZ#]
gi(ei) =€

('Sion est en dimension finie, la matrice de g; est la matrice E;; de la base canonique).

Alors, u o g; = g; o w implique u(e;) = asie; pour tout 4, donc tous les a;; pour ¢ # j

sont nuls. Reste a étudier les coefficients a;;. Si Card I > 2, il existe deux indices

distincts ¢ et j, et si I’on définit g;; par :

gij(ei) = e;
gij(ej) = e;
gij(ex) =0

alors
uo gij = gij ou = uo gij(e;) = gij o ule;) = ule;) = gij(aie;)

et donc ajje; = ase; et, pour tout 4, j I’égalité de a; ; et de a; ;, et u est de la forme
Aid. En dimension finie, on en déduit que les matrices qui commutent avec toutes les
autres sont les matrices de la forme AI, ou I est la matrice de I’identité. Ce sont les
matrices dites scalaires.

Solution 4.2. Dire que X est valeur propre, c’est dire qu’il existe 2 non nul dans

Ker(A — Ald). Si 2 a pour coordonnées (z1, 22, . .., z)
Vi, Z aiij = ()\ — a“)zz
JFi
Soit alors i tel que |z;| = max{|zx| | k = 1,2,...,n} alors I’égalité précédente,
permet d’écrire :
IN—aul <Dl ay |
J#

Les valeurs propres se trouvent donc a I’intérieur de n disques.

Si maintenant |a;;| > >, _; |a;;|, pour tout ¢, alors la matrice est inversible. Dans ce
cas en effet, 0 ne peut étre valeur propre. Comme I’hypothése de ce corollaire le fait
comprendre, on parle alors de matrice a diagonale fortement dominante.
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Solution 4.3. On suppose que dim F = n ; ayant choisi une base, on note A et B les
matrices respectives de u et de v. Si par exemple A est inversible, on peut écrire

BA=A"Y(AB)A

et les matrices AB et B A sont semblables, elles ont méme polynéme caractéristique
(et également méme polynéme minimal). Pour les cas ol ni A ni B ne sont inversibles,
on peut procéder ainsi : dans Mo, (K),

M A\ _[(AB-X —A\[(I 0\ (I 0\[-X -A
—AB -\l 0 -A)\B I)] \B I 0 BA-)
Les déterminants sont égaux et valent respectivement (—\)"x ap et (—\)"xpa. Par

ailleurs, il est possible que AB et B A ne soient pas semblables : il suffit de prendre
AB =0et BA # 0, par exemple

01 11
A:<0 0> etB:(o 0)

On fabrique cet exemple en prenant I’image de v incluse dans le noyau de u et I’image
de u non incluse dans le noyau de v. Dans cette situation, les polyndmes minimaux de
AB et de BA sont distincts, ce sont respectivement X et X 2.

Solution 4.4. 3, et B, sont des bases de F; et Es, les matrices de uq et us sont notées
My et M,. La réunion (ordonnée) de ces deux bases est une base 5 de F, puisque F;
et F» sont supplémentaires. On a donc

Mp(u) = (J\gl ]\22>

M — XI 0
Xu(X) = 10 My — XTI = Xuy (X)Xuy (X)

On a utilisé des déterminants de « matrices-blocs» : le lecteur vérifiera par exemple
par un raisonnement par récurrence que si

A B
v=(o o)
ou A et C' sont des matrices carrées, on a bien det M/ = (det A)(det C).

Pour ce qui est du polynéme minimal, il faut raisonner plus géométriqguement. Si
x = x1+x- estla décomposition de x dans la somme directe, et si P est un polynéme,

P(u)(x) = P(u)(z1 + z2) = P(u)(z1) + P(u)(22) = P(ur)(x1) + P(uz)(22)

Puisque E; et E5 sont u-stables, cette écriture est la décomposition de P(u)(x) dans
la somme directe, et donc P(u) est I’endomorphisme nul si et seulement si P(u;) =0
et P(uz) = 0. On en déduit bien :

pu(X) = P-p-C.M. (1, (X)), i, (X))

d’ou
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Solution 4.5. On utilise le résultat du théoréme 4.8, page 91. Soit £/, un sous-espace
propre de u. Il est stable par v. La restriction de v a E', est diagonalisable, puisque v est
diagonalisable sur E. 1l existe donc une base de E qui est une base de diagonalisation
pour v, mais comme w restreinte a £y est I’homothétie de rapport A, cette base est aussi
une base de diagonalisation pour « restreinta £y. En réunissant de tels bases pour tous
les sous-espaces propres de u, on forme une base de diagonalisation simultanée pour
u et wv.

Le cas trigonalisable est basé sur les mémes idées. On observe d’abord que u et
v ont un vecteur propre commun : on sait en effet que « admet au moins une valeur
propre A puisque son polyndme caractéristique est scindé. Si B1 = (e1,ea,...,€ek)
est une base de F,, 5, on peut la compléter en une base (e, ..,e,) de I’espace tout
entier ; d’autre part, on sait que £, » est stable par v puisque u et v commutent. Notons
uq et vy les restrictions de u et de v a ce sous-espace. La matrice de v dans la base

complétée est de la forme :
Mp, (v1) =
0 A

d’ou on déduit que x,(X) = xu, (X)xa(X). Comme v est trigonalisable, son po-
lyndme caractéristique est scindé, et celui de sa restriction aussi : il existe donc un
vecteur propre pour v dans £, 5, c’est notre vecteur propre commun. Ayant pris ce
vecteur propre commun comme premier vecteur de base, les matrices de v et de v ont

comme allure :
A TR
et
0 M 0 M,

et on remarque que si u et v commutent, alors M, et M commutent aussi, on peut
appliquer une récurrence.

Solution 4.6. T est une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle. Elle est
nilpotente ; cela résulte d’un calcul matriciel : on voit que pour T2, les coefficients
tii+1 sont nécessairement nuls, puis pour T3, les coefficients t;i+2, €tc. Mais plus
efficacement, le polynéme caractéristique de 7" est (— X )™ et on applique le théoréme
de Cayley-Hamilton. On n’a pas forcément DT = T'D, donc ce n’est pas forcément
la décomposition de Dunford de A. Pour un contre-exemple, prendre A triangulaire
supérieure a éléments diagonaux tous distincts. Alors elle est diagonalisable, et sa
décomposition de Dunford est A = A + 0.

Solution 4.7. Les blocs de Jordan sont de la forme J(0, p), mais la somme de leur
dimension doit étre n. Donc,

e« n=2,2=1+41,c’est ’'endomorphisme nul, 2 = 2, c’est la classe de <8 [1)>
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e n=3,3=1+ 1+ 1, endomorphisme nul, 3 = 1 + 2, I’ordre de nilpotence est 2,
et 3 = 3, I’ordre de nilpotence est 3.

e n=4,4=14+14+14+1,4=1+1+4+2,4=1+3,4=2+4 2,4 = 4. Cette fois
il y a deux classes différentes pour lesquelles les endomorphismes ont méme ordre
de nilpotence (donc méme polynéme minimal).

e Pour n = 5, on trouve 7 classes, pour n = 6 il y en a 11. C’est ce qu’on appelle
le nombre des partions de I’entier n, nombre rapidement croissant avec n (par
exemple, pour n = 20, on en trouve 627).

Solution 4.8. Notons (ej,ez) la base. Si a = 0, (a) = {0}. Si a est un vecteur
propre, donc a € vect(e;) ou a € vect(eq), alors (a) = vect(a). Sinon, (a) est
donc nécessairement E tout entier. L’endomorphisme est cyclique. Si on prend la base
(a,u(a)) ol a n’est pas propre (par exemple e + e3), la matrice de w est :

<? _32> matrice compagnon du polynéme X2 — 3X + 2

Solution 4.9. La solution se trouve dans I’examen (attentif) de la démonstration du
théoréme 4.16. Si (e, ..., e,) est une base de Jordan de u, on a (e,,) = E. En effet,
u(en) = en—1 + e, donc vect(ey,, e,—1) = Vect(e,, u(ey,)) et ainsi de suite.

Solution 4.10. Le polyndme minimal est scindé simple, c’est Hle(X — \i). Le
polynéme caractéristique est Hle(X — Xi)%.Sipg | ... | po | p1 estlasuite des
diviseurs élémentaires, on a 1 (X) = Hle(X —Xi). Notons By @ B @ ... @ Ey
la suite des sous-espaces cycliques, p1 est le polyndme minimal de la restriction de
u & Ey. On cherche maintenant ;o polynéme minimal de la restriction uo de u a
Ey @ ... ® E, qui est bien sir u-stable, donc us est diagonalisable (puisque u est
diagonalisable). Ce polyndme minimal est donc scindé simple, et comme

k

Y (X) = = [Ix = ae?

i=1

onau(X) = erh (X — \;) ou I; est I’ensemble des indices des valeurs propres de

multiplicité supérieure a 1. On continue de méme, eton aura p2(X) = ]_[fel2 (X—=N\),
le produit portera sur les valeurs propres de multiplicité supérieure a 2.
Bien sdr, u sera cyclique si et seulement si il y a n valeurs propres distinctes.

Solution 4.11. Notons C'(u) I’ensemble des endomorphismes qui commutent avec
u, c’est une sous-algébre de £(E), qui contient K [u], algebre des polynémes en w.
Supposons E = (a) et soit g € C'(u). Alors g(a) € E peut s’écrire sous la forme
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g(a) = P(u)(a) ou P est un polyndme. Mais alors, si x est quelconque dans FE, il
peut aussi s’écrire = Q(u)(a) ou @ est un polyndme et

9(x) = (goQ(u))(a) = (Q(u)og)(a) = Q(u)oP(u)(a) = P(u)eQ(u)(a) = P(u)(x)
et on a démontré que g = P(u), donc que C'(u) = K|[u].

La réciprogque est vraie, mais la démonstration est moins directe : on suppose que
C(u) = K|u] et on considére E et Ey & ... & Ej, de la décomposition en sous-
espaces cycliques. Soit alors p la projection sur le second sous-espace, suivant E.
Alors p commute avec u. C’est un polynéme P(u), mais p = P(u) restreint & £
est nul donc P doit étre multiple du polyndme minimal de w restreint a £';. Mais ce
polyndme est aussi le polyndme minimal de « pour E tout entier. Donc P(u) = p = 0,
la seul possibilité est £; = E, donc w est cyclique.

Solution 4.12. Rappelons comment « fonctionne » la base duale (e}). On a par défi-
nition e (e;) = d; ;, symbole de Kronecker qui vaut 1 si ¢ = j, 0 sinon.

(1) Notons M = (m; ;) et M' = Mp- (*u) = (mj ;). Alors,

n
mi; =" u(e;)(e;) = ¢j(ule;)) = €] (Z mk,i€k> =My
k=1

et donc M’ =t M... C’était prévisible.

(2) Soit (eq, ..., e) une base de H, complétée en (e, ...,e,) base de E. Alors, en
posant ¢ = 371" | die;,
peH® <= Vi<k, dle;) =0 <= Vi<k, ¢, =0 < ¢ cvect(eg,q,...,¢ep)

donc dim H° = dim F¥ — dim H.

Si maintenant z € H et ¢ € H?, alors ¢(x) = 0 prouve que 2z € H°°. On a donc
H C H?°. Mais ces espaces vectoriels ont méme dimension, il y a donc égalité.
Les mémes arguments montrent que E et E** sont canoniquement isomorphes : &
x € E correspond la forme linéaire de E* définie par ¢ +— ¢(z). Ainsi, ! (‘u) = w.

(3) Soit ¢ € H° et x € H, quelconque. Si H est u-stable,
"u(¢)(z) = ¢(u(z)) = 0

et H° est ‘u-stable. Si maintenant ‘u(H°) c H° alors !(‘u)(H?°) C H® soit
uw(H) C H.

(4) Soit » endomorphisme d’un C-espace vectoriel. Un hyperplan H est u-stable si
et seulement si son orthogonal H° est ‘u-stable. Mais H° est de dimension 1,
il est donc stable si c’est une droite propre de ‘u. Rechercher les hyperplans u-
stables revient donc a chercher les valeurs propres de ‘u. Dans I’exemple proposé,
M admet trois valeurs propres distinctes, il y a donc trois droites stables. Mais
¢ M admet alors également trois valeurs propres distinctes, il y a donc trois plans
stables. On pourra Vvérifier, bien sdr, que chacun de ces plans contient deux des
droites propres.
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Solution 4.13. Dans la démonstration du lemme des noyaux, on obtient une décom-
position d’un vecteur = dans la somme directe sous la forme :

k
r=Y "z ol = Ai(u)oQiu)(x)
=1

et cela s’applique aux cas des sous-espaces caractéristiques. On en déduit que les
projections sur un sous-espace caractéristique suivant la somme des autres sont des
polynémes en w (ce sont les projecteurs spectraux). Dans la décomposition de Dun-
ford,ona:

k
d:Z)\ipi et n=u—d
i=1

donc d et n sont des polynémes en u. On peut souvent en déduire rapidement la
décomposition de Dunford d’un endomorphisme.

Solution 4.14. Keru* C Keru**! car u*(z) = 0 implique u(u*(x)) = u(0) = 0.
De plus, si on suppose Ker u* = Ker u**! et que 2 € Ker u**2, alors

0 = uf2(z) = u* 1 (u(z)) ce quiprouve que u(x) € Keru*+t = Keru*.

Donc u*(u(x)) = 0 et 2 € Keru**!. On a montré que Ker u**! = Keru**2, la
suite des noyaux itérés est donc définitivement stationnaire. Remarquons également
gu’en dimension finie, la suite des dimensions est majorée par n, elle est donc
nécessairement stationnaire a partir d’un certain rang.
Commencons par considérer le morphisme « restreint & Ker u**2. Si z est dans
cet espace, u(x) est dans Ker u**1!, on peut donc restreindre I’ensemble d’arrivée
a KeruF*+1, Soit alors @ : x — T, classe modulo le sous-espace vectoriel Ker u*.
Un vecteur 2 est dans le noyau de u lorsque u(z) € Keru” c’est-a-dire lorsque
x € Keru**1, On en déduit, par le théoréme d’isomorphisme, qu’il y a un morphisme
injectif de

Ker(u"?)/ Ker(u* 1) dans Ker(u*1)/ Ker(u¥)

et, en prenant les dimensions, di12 — di+1 < dg4+1 — di.

Supposons maintenant que w soit nilpotent d’indice p, dans un espace de dimension n.
Notons dy = 0, dy,...,d, = n lasuite des dimensions des noyaux, puis e; = di — dy,
eg = dy — di, ...e, = dy, — d,_1 la suite (décroissante) des «écarts» entre les
dimension des noyaux. On sait que le nombre de & blocs est la dimension des sous-
espaces notés S}, dans la demonstration du théoréeme. Donc j, = ey, jp—1 = €p—1—€,
etc... On pourra vérifier par exemple que

n=pjp+P—1jp-1+...+5
ce qui est « logique ».
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Solution 4.15. On considere la restriction u; de w au sous-espace caractéristique
C; = Ker(u — \;id)®. On sait que (X — X\)“ est le polyndme caractéristique de u;, le
degré « de ce polyndme est donc la dimension de C';. Mais, par ailleurs, la restriction
de u — \;id a C; est nilpotente, et I’ordre de nilpotence est le plus petit exposant (3 tel
que Ker(u — \;id)? = C;. La suite des noyaux itérés est donc stationnaire a partir de
cet entier 3, qui est I’ordre de multiplicité de \; dans le polyn6me minimal.
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Chapitre 5

Groupes

La notion de groupe a été rencontrée a de multiples reprises les années précédentes.
Ce chapitre reprend rapidement les notions générales, puis propose de s’intéresser au
cas particulier des groupes commutatifs finis. Il se termine en exposant les théorémes
de Sylow, premiére étape vers une classification des groupes finis. Par convention, et
sauf cas particuliers, le composeé de deux éléments a et b sera noté ab, I’élément neutre
sera e, aa sera écrit a2, etc. On supposera connus les exemples classiques : groupe
additif Z /nZ des entiers modulo n, groupe symétrique S,, et groupe alterné A,,.

5.1 SOUS-GROUPES, MORPHISMES

5.1.1. Sous-groupes

Soit G un groupe. Si H est un sous-ensemble non vide de G, on dit que c’est un sous-
groupe de G lorsque c’est aussi un groupe pour la méme loi : cela se produit si et
seulement si H est stable pour le produit et pour la prise d’inverse.

V(z,y) e H*, sy c H et 271 ¢ H

On écritalors H < G.

L’intersection de sous-groupes de G est un sous-groupe de (G, ce qui permet de définir
le sous-groupe engendré par une partie A de GG : c’est le plus petit sous-groupe de G
qui contient A, et c’est I’intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent A.
On le notera (A).
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Définition 5.1. Si H est un sous-groupe de G, la relation R définie dans G
par :

TRy < 2z 'ye H
est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence sont les ensembles de
la forme x H, I’ensemble quotient de G par cette relation est noté G/H.

La vérification est en tout point similaire a ce qui a été fait avec les anneaux et les
idéaux et xRy <= y € xH, avechiensirzH = {g € G |3h € H g = zh}.
On peut définir une autre relation d’équivalence, par zR'y <= ya~' € H, et les
classes sont alors les ensembles de la forme Hzx, appelées classes a droite. On peut
alors énoncer le premier théoréme de la théorie des groupes.

Théoreme 5.2. théoréme de Lagrange. Toute classe a gauche ou a droite est en
bijection avec H. Si G est fini, le cardinal d’un sous-groupe H et le cardinal du
quotient G/ H sont des diviseurs associés du cardinal de G :

Card(G) = Card(H) x Card(G/H)

Démonstration. Il suffit de vérifier que I’application h — x:h est une bijection : c’est
parce qu’il y a une application réciproque g — x~'g. Et donc toutes les classes (a
gauche ou a droite) sont en bijection avec H. G est la réunion disjointe des classes a
gauche; si donc G est fini, son cardinal est la somme des cardinaux des classes, d’ou
la formule. O

Remarque : Dans le cas ou G est infini, le cardinal de H ou le cardinal de
G/H peuvent étre finis. On note parfois [G : H] (indice de H dans G), le
cardinal de G/H. Dans le cas fini, le cardinal d”un sous-groupe H est donc un
diviseur du cardinal » du groupe G. Réciproquement, si d | n, il n’existe pas
toujours un sous-groupe de G qui a ce cardinal. Ainsi le groupe alterné A, a
pour cardinal 12, il n’a pas de sous-groupe & 6 éléments.

5.1.2. Morphismes

Définition 5.3. Une application f du groupe G dans le groupe H est un
morphisme de groupes si

V(g.d) € G ¢(gq) = dlg9)d(g).

Il est alors immédiat que I’image d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de H,
(c’est le cas en particulier de Im f = f(G)) et il en va de méme pour I’image réci-
proque d’un sous-groupe de H. On appelle noyau du morphisme I’image réciproque
de I’élément neutre :

Ker f = {z € G| f(z) = en}
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et on introduit, comme en algebre linéaire le vocabulaire : endomorphisme, isomor-
phisme, automorphisme de groupe. Comme pour les anneaux ou les espaces vecto-
riels :

Proposition 5.4. Soit f un morphisme du groupe G dans le groupe H. Alors f est
surjectif si f(G) = Im(f) = H, f estinjectifsi f~1(ey) = Ker f = {eg}. Si f est
un morphisme bijectif, son application réciproque est aussi un morphisme de groupes.
On parle d’isomorphisme de groupes.

5.1.3. Ordre, groupes cycliques

L’ordre de x élément d’un groupe g est le plus petit entier non nul n tel que z™ = e;
si un tel entier n’existe pas, on dit que x est d’ordre infini.

Proposition 5.5.

(i) Sixz e Gestd’ordren finialors:Vm & N¥, (™ =e=n|m).
(if) Si x estd’ordre n fini, le groupe (x) engendré par x est
(x) = {e,z,2%,..., 2"}

et (z) est isomorphe au groupe (Z/nZ, +).
Si x est d’ordre infini, le groupe engendré par x est isomorphe a (Z, +).

(iii) Si G est fini, tout élément de G est d’ordre fini et cet ordre est un diviseur de
Card G.

(iv) Siz € G estd’ordre n, etsi k est un entier, alors z* est d’ordre AR

Démonstration.

(i) Le morphisme ¢ : k — z* de (Z,+) dans G a pour noyau un sous-groupe de
7. D’apreés la définition de I’ordre de x ce noyau est nZ. Et donc tous les entiers m
alors tels que ™ = e sont des multiples de n.

(i) Siz® = 27, alors i — j est un multiple de n. Si donc Ker¢ = {0}, n = 0,
I’ensemble des puissances positives et négatives de x est formé d’éléments dis-
tincts ; ces éléments forment un groupe isomorphe a (Z, +). Si Ker ¢ = nZ, e, x,
22, ..., 2™ sont distincts, et toute puissance de = de la forme =™ peut s’écrire

2™ = T = g" ol r est le reste de la division euclidienne de m par n et vaut 0,

1,...oun —1.

L’ensemble {e, z, ..., 2™~ '} forme un groupe isomorphe a (Z/nZ, +). L’ isomor-

phisme est défini par 2* — % ol % est la classe de & modulo n.

(i) C’est un cas particulier du théoreme de Lagrange, () est un sous-groupe de G :
son ordre, qui est I’ordre de z, divise I’ordre de G.

(iv) Posonsn =n'detk = k'doud =n A kestlep.g.cd denetk, etoun’ etk
sont premiers entre eux. Alors

(l,k)n’ _ xk’dn’ _
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donc I’ordre de z* divise n’ et par ailleurs
((xk)m = e) donc n = n’d divise km = k'dm etdonc n’ | K'm
et donc m est un multiple de n” = -7 par le théoréme de Gauss.

g

Remarques De la derniére partie de ce théoréme, il ressort que pour tout
groupe cyclique C,,, et pour tout diviseur d de n, il existe un sous-groupe
d’ordre d (et on montre facilement un seul). A comparer avec les remarques
qui ont suivi le théoréme de Lagrange.

De la proposition, il ressort également que tous les groupes engendrés par un
élément d’ordre n sont isomorphes. On dit qu’il s’agit d’un groupe cyclique
d’ordre n. On notera C,, un groupe cyclique d’ordre n quelconque. Un modeéle
de C,,, en notation additive, est le groupe additif Z/nZ des entiers modulo n.
Un autre modeéle est le sous-groupe multiplicatif U,, des racines n-iémes de
I’unité dans C.

Exercice 5.1. Démontrer qu’un groupe d’ordre p premier est cycligue.

Exercice 5.2. Soit H et K des sous-ensembles d’un groupe G. On note HK et H !
les ensembles définis par :

HK ={ge€ G|3he H, Ik € K, g = hk} et H*'={n'|heH

Montrer que H est un sous-groupe de G si et seulementsi HH = Het H—' = H.

Exercice 5.3. Montrer qu’un groupe G est commutatif si et seulement si z — 2 ! est
un automorphisme de G.

Exercice 5.4. Soit ¢ un morphisme du groupe G dans le groupe H. Si z € G est
d’ordre n, que dire de I’ordre de ¢(x) ? Et si ¢ est injectif ?

Exercice 5.5. Soit Dg le groupe engendré par les matrices

(0 -1 (01
a_<1 0) et b_<1 0)

Montrer qu’il a huit éléments. Déterminer ses sous-groupes. On I’appelle groupe dié-
dral d’ordre huit.
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5.2 GROUPE QUOTIENT ET GROUPE PRODUIT

5.2.1. Sous-groupe distingué

Soit G un groupe et H un sous-groupe. Nous avons déja défini I’ensemble des classes a
gauche noté G/ H. |l est possible, sous certaines conditions, que cet ensemble quotient
soit muni d’une structure de groupe héritée en quelque sorte de la structure de groupe
de G. Il faut et il suffit pour cela que H soit d’un type particulier, qu’il soit distingué
dans G. On retrouve ici la méme type de situation que pour les anneaux : le quotient
d’un anneau par un idéal est muni d’une structure d’anneau lorsque I’idéal est bilatere.

Définition 5.6. On dit que H est un sous-groupe distingué de G lorsque
Ve e G, vH = Hx
Onécritalors: H < G.

Autrement dit, les classes & gauche et a droite de n’importe quel élément de G
coincident. Bien sdr, si G est commutatif, tout sous-groupe est distingué, comme pour
les anneaux : dans un anneau commutatif tous les idéaux sont bilatéres.

Théoréme 5.7. Si H < G, I’ensemble G/ H est un groupe pour la loi définie par
cH.yH = xyH

L application p de G sur G/H qui & x associe sa classe x H est alors un morphisme
surjectif de groupe, de noyau H. On I’appelle projection de G sur son quotient G/ H.

Démonstration. Comme pour le quotient d’un anneau par un idéal bilatere, tout
repose sur le fait que la congruence modulo H est compatible avec I’opération de
groupe, lorsque H est distingué dans G. En effet, Siz = z’ ety = ¢/, alors xy = 2'y/
puisque (zy)'2'y’ =y~ o~ la'yy~y' € H car x~'2’ € H et que H est distingué
dans G.

Le fait que la projection soit un morphisme résulte de la définition de I’opération dans
le quotient : Ty = Ty ou I’on a noté T la classe d’un élément modulo H, au lieu de

zH. O

Laclasse € de I’élément neutre de G esteH = H, c’est I’élément neutre du quotient
G/H et H est le noyau du morphisme p. Plus généralement :

Proposition 5.8. Un sous-groupe H d’un groupe G est distingué dans G si et seule-
ment si ¢’est le noyau d’un morphisme de source G.

Démonstration. Tout sous-groupe H distingué dans G est le noyau de la projection
p. Réciproquement, soit ¢ : G — K un morphisme de groupes. Alors, si g est
quelconque dans GG et h € Ker ¢, on a

d(ghg™) = d(9)p(h)d(g™") = d(g)exd(g™) = dlgg™") = ek
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Comme dans le cas des anneaux quotients, on peut énoncer un théoréme d’isomor-
phisme et un théoréme de correspondance.

Théoreme 5.9. Theoreme d’isomorphisme. Soit ¢ : G — H un morphisme de
groupes. Il existe un isomorphisme canonique ¢ de G/ Ker ¢ sur Im ¢.

Théoreme 5.10. Théoreme de correspondance. Soit H <1 G. La projection p de G
sur G/ H induit une bijection de I’ensemble des sous-groupes K telsque H < K < G
dans I’ensemble des sous-groupes de G/H

Les démonstrations sont en tous points semblables a celles faites dans le cas des
anneaux, nous ne les reprendrons pas. Signalons de plus que la bijection du second
théoréme transforme les groupes distingués dans GG contenant H en les groupes dis-
tingués dans G/H.

5.2.2. Groupe produit

Soient H et K deux groupes. Dans I’ensemble H x K, il est possible de définir une
structure de groupe particuliérement simple.

Proposition 5.11. L’ensemble H x K est un groupe pour la loi définie par :
(h, k)(H', K') = (R, kK')

ou h et b’ sont dans H, k et k¥’ dans K. On dit que c’est le produit direct des groupes
HetK.

Démonstration. Les vérifications sont immédiates. On constate en particulier que
I’élément neutre est le couple (eg, ex) et que (h, k)=t = (A1 k71). O

A titre d’exemple, on peut bien sdr considérer le produit cartésien C,, x C,, de
deux groupes cycliques. En reprenant I’étude faite dans le chapitre sur les anneaux, on
vérifiera que ce produit de groupes cycliques est cyclique si et seulementsimAn = 1
et qu’il est alors isomorphe a C,,,,,. On dira que c’est le théoréme chinois « version
groupe », par opposition avec la version anneau. Le plus petit de ces produits est le
groupe Cy x Cs, qui est commutatif, non cyclique, de cardinal 4. On I’appelle groupe
de Klein, ou, pour des raisons géométriques, groupe du rectangle : il est isomorphe au
groupe des isométries qui conservent un rectangle non carré (I’identité, les réflexions
par rapports aux axes de symétrie, la symétrie centrale de centre le centre du rectangle).
Toujours aussi élémentaire I’isomorphisme C* ~ R* x U (pour la loi produit) est la
traduction des propriétés de I’écriture trigonométrique d’un complexe non nul. Il est
bien sdr possible de généraliser, on peut définir le produit direct d’un nombre fini de
groupes, ou méme le produit direct d’une famille de groupes.

On retrouve dans G = H x K une copie de H et une copie de K. Plus précisément.
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Proposition 5.12. Si G est le produit direct de H et K alors
H=Hx{ex} K={eg}xK
sont des sous-groupes de G isomorphes respectivement a H et a K. De plus :
H<G, K<G,  HNK=e;, G=HK=KH
avec encore une précision

Vge G, IheH, IkeK, g=hk=kh

Démonstration. Les isomorphismes sont définis par h — (h,ex) et k — (em, k).
De plus, d’apreés les regles de calcul

(h, k)(I,exc)(h, k)" = (hh'h™',ex) € H donc H < G

et de méme pour K. Si (h, k) estdans H, alors k = e, et s’il est aussi dans K, c’est
eq = (em,ex). Enfin, (h, k) = (h,ex)(em, k) = (em, k)(h, ex ), donc tout élément
de G s’écrit comme produit d’un élément de H et d’un élément de K. L’unicité de
I’écriture résulte du méme calcul. O

Soit maintenant GG un groupe , H et K deux sous-groupes. Il est intéressant de savoir
si on peut «décomposer» G a I’aide de H et de K, de sorte que G soit isomorphe au
produit direct H x K. Il est bien slr nécessaire que H et K vérifient au moins les
propriétés de H et K dans la proposition préceédente. On peut (et il y a plusieurs
possibilités) montrer que certaines de ces conditions sont suffisantes. L’analogie avec
des sous-espaces vectoriels supplémentaires est un guide, et voici un exemple de ce
que I’on peut énoncer.

Proposition 5.13. Si HK = G, si H et K sontdistinguésdans G etsi HNK = {e}.
alors GG estisomorphe a H x K.

Démonstration. Supposons H <G, K <G, et G = H K. Commengons par observer
que, h et k étant respectivement dans H et dans K,

hkh™ k™! = (hkh D)k = h(kh 'k Y)Y e HN K
puisque H et K sont distingués dans G. On a donc, pour tout couple (h, k) de H x K,
hkh™ k™! = eq = hk = kh

Considérons maintenant ¢ : (h, k) — hk de H x K dans G. Par hypothése, c’est une
application surjective entre deux groupes. Montrons que c’est un morphisme :

O((h, k)W K)) = hW' kK et ¢(h, k)(h', k') = hkh'K = hh'kk'

Examinons I’injectivité : hk = e implique h = £~ et cet élément est dans H N K
donc est le neutre, on a h = k = eg. Le noyau de ¢ est donc réduit au neutre, ¢ est
bien un isomorphisme. O
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Attention : le fait que hk = kh pour (h, k) € H x K n’implique pas que le groupe
G soit commutatif... ne serait-ce que parce que ni H ni K n’ont nécessité a I’étre.
On peut trouver d’autres critéres et il est possible de généraliser a un nombre fini de
sous-groupes (H;);=1an : cCOmme pour des sous-espaces vectoriels en somme directe,
il faut prendre I’hypothése

HiﬁHHj :{6}

J#

Exercice 5.6. Montrer que le centre Z(G) d’un groupe (c’est-a-dire I’ensemble des
éléments de GG qui commutent avec tous les éléments de &), est un sous-groupe dis-
tingué dans G.

Exercice 5.7. Montrer qu’on peut avoir K <« H <t G mais K <4 G. On cherchera un
contre-exemple dans le groupe A4.

Exercice 5.8. Soient H et K deux sous-groupes de G. Montrer que H K est un sous-
groupe de G si et seulementsi HK = K H.

On suppose que I’un des deux est distingué dans GG. Montrer que cette condition est
réalisée.

Exercice 5.9. Soit G le groupe diédral (cf. 5.5), et H = (a), K = (b). Montrer que
HNK ={e}, H< G, HK = KH = G. Pourquoi G n’est-il pas isomorphe au
produit direct de H par K ?

5.3 GROUPES COMMUTATIFS FINIS

Nous allons maintenant étudier les groupes commutatifs finis. Il se trouve que cette
étude est assez simple, (disons les résultats, plus que les démonstrations...) et le lecteur
attentif remarquera des ressemblances certaines avec des théoremes obtenus dans le
cadre de I’algebre linéaire.

5.3.1. Exposant d'un groupe commutatif fini

Si G est un groupe fini de cardinal n, le théoréme de Lagrange permet d’assurer que
tout élément a un ordre d qui est un diviseur de n. On appelle exposant le plus grand
ordre des éléments de G.

Proposition 5.14. Si G est commutatif d’exposant e, I’ordre de tout élément est un
diviseur de e.
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Démonstration. Commengons par un petit résultat

Lemme 5.15. Si a et b commutent et sont d’ordre n et m premiers entre eux, alors ab
est d’ordre nm.

Démonstration. [du lemme] On a tout de suite (ab)™™ = o™ = e. Par ailleurs,
(ab)f =e= (ab)f" =e=b""=c=m | kn

et donc, par le théoréme de Gauss, k est un multiple de m. On démontre de méme que
k est un multiple de n, donc du p.p.c.m. de ces deux nombres, soit mn. L’ordre de ab
est donc exactement mn. O

Soit donc maintenant x € G d’ordre maximum e. Supposons qu’il existe ¢ d’ordre d,
inférieur & e mais non diviseur de e. Alors le p.p.c.m.  de d et de e est un multiple
strict de e donc est plus grand que e. De plus, il existe deux entiers d’ et ¢’ diviseurs
respectifs de d et e tels que . = d’e’ : cela se voit en utilisant la décomposition en
facteurs premiers de y : on sait que si

dq' —_ i
d=Tw et e =I5
il icl
alors p est le produit des mémes premiers, avec pour exposant le maximum de d; et
e;. Il suffit d’appeler J I’ensemble des ¢ tels que d; > e; et on aura :

d = Hpgi et ¢ = H Py

ieJ ieI\J

Et si on prend a = z¢/¢ et b = y%% ab est d’ordre p. Il y a contradiction, et donc
I’ordre de tout élément de G est un diviseur de e. (]

Un application intéressante, que nous avons déja signalée (et utilisée) dans le cha-
pitre sur les polyndmes :

Théoreme 5.16. Si K est un corps fini (donc commutatif) de cardinal ¢, alors
K* = K \ {0} est un groupe multiplicatif cyclique.

Démonstration. Soit ¢ I’exposant de K *. D’aprés le théoréme, c’est un multiple de
I’ordre de tous les éléments de K*, donc ¢ — 1 = 0 pour tous les éléments de K*.
Mais dans un corps, une équation de degré e a au maximum e racines, C’est donc que
e = q — 1, et il existe un élément d’ordre ¢ — 1, K* est cyclique. On peut remarquer
qu’on n’utilise que I’intégrité. O

5.3.2. Facteurs invariants

Bien sr, si G est un groupe commutatif fini d’ordre n et d’exposant n, il est cyclique.
Le théoreme qui vient prouve que tout groupe commutatif fini est isomorphe a un
produit de groupes cycliques.
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Théoreme 5.17. Si G est un groupe commutatif fini, il existe une suite d’entiers a1,
as,. .., ai telle que :

aplag || ap et G=Cy X Cy, X -+ X Cg,

La suite des (a;) est unique et les (a;) sont appelés facteurs invariants du groupe G.
De plus, ay, est I’exposant de G et le cardinal de G est le produit des a;.

Démonstration. Avertissement, cette démonstration est un peu laborieuse. Elle peut
étre omise en premiére lecture.

Il est clair que ay, doit étre I’exposant m de G car c’est I’ordre maximal d’un élément
du groupe produit donné par le théoréme. On considére donc H = (z) le groupe
cyclique engendré par un élément d’ordre m = ay. On va montrer qu’il existe un
sous-groupe K de Gtelque G = HK ~ H x K.

Soit donc K un sous-groupe d’ordre maximal parmi ceux pour lesquels HN K = {e},
raisonnons par I’absurde en supposant que H K, qui est isomorphe 8 H x K d’apres
le théoréme 5.13, est différent de GG ; c’est la partie la plus « technique » de la démons-
tration.

Commencons par observer qu’il existe un élément g de G dont la classe est d’ordre
premier p dans le quotient G/H K : si on part d’un élément d’ordre non premier, une
de ses puissances a pour ordre un diviseur premier de cet ordre (cf. théoréme 5.5, (iv)).
Onadoncg ¢ HK et g? € HK donc:

g =2"k
avec z" dans H et k dans K. Le nombre p est un diviseur de I’exposant m de G, sinon,
par Bezout on aurait pu +mv = 1 et g = gP*™™ = ¢P* ¢ HK. Dong, il existe p’
tel que pp’ = mete = gPP" = 2™ kP’. Comme H N K = {e}, 2"P" = e, et comme z
est d’ordre m = pp’, r = £p. On a obtenu :

¢ = =Pk

Posons y = gz ¢, alors ¢ = k. Si y est dans H = (x), alors g aussi, contradiction.
Si y n’est pas dans H K, le groupe engendré par y et K rencontre H ailleurs qu’en e
(par maximalité de K), et il existe donc un entier ¢ tel que y? = k'h/, avec b/ # e
et ¢ non multiple de p (k'h’ = e équivaut a k' = h’ = e). En définitive, y? € HK,
yP € HK, par Bezout on en déduit y € H K donc g € H K contradiction...
Onadonc G = (x) x G’, et on peut itérer le processus. L’ordre de tout élément de G’
est un diviseur de m, exposant de G’, et comme on part d’un groupe fini, on construit
ainsi un isomorphisme de GG avec un produit de groupes cycliques. Nous n’allons pas
montrer I’unicité de la suite des facteurs invariants ; si

b1|b2’...|bk/ et G:CbGCbzx...bek,

alors I’exposant de ce produit de groupe cyclique est clairement b, donc également
ag. Il faudrait continuer, en montrant que aj_1 est égal a by, _1, mais la démonstration
compléte est un peu longue. O

Remarquons pour conclure ce paragraphe qu’il en résulte un critere d’isomorphisme
pour des groupes commutatifs finis. Il suffit qu’ils aient la méme suite de facteurs
invariants.
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5.3.3. Diviseurs élémentaires

La décomposition obtenue dans le paragraphe précédent est la plus économique, en ce
sens qu’il n’est pas possible de trouver un isomorphisme avec un produit de groupes
cycliques contenant moins de facteurs (voir les exercices en fin de chapitre). Par contre,
il existe une fagon intéressante de décomposer un groupe commutatif fini, en produit
de groupes cycliques « primaires ».

Théoreme 5.18. Soit G un groupe commutatif fini. 1l existe une unique suite de
groupes cycliques de la forme C2:, ou p; est un nombre premier, telle que :

G ~ H Cp:w
ieJ
Il y a unicité de cette suite. Un groupe cyclique de la forme Cp;i est appelé groupe
primaire. Les entiers p;* sont les diviseurs élémentaires du groupe G.

Démonstration. L’existence repose uniquement sur le théoréme chinois (version
groupe). En effet, si n est un entier dont la décomposition en facteurs premiers est

ks

(e

n= sz‘
i=1

alors on a I’isomorphisme

ki
C, = H Cpes
=1

et, en utilisant la décomposition en groupes cycliques vue auparavant, on obtient une
décomposition en groupes cycliques primaires. Et si on part d’une telle décomposition,
on peut lui associer une seule suite de facteurs invariants : I’exposant du groupe produit
est I’ordre maximum d’un élément, c’est le produit des puissances d’exposant maxi-
mum, pour chacun des facteurs premiers. En prenant successivement les exposants
immédiatement inférieurs, on obtient la suite des facteurs invariants. Mais il est plus
clair de raisonner sur un exemple : supposons que la suite des diviseurs élémentaires
est2,2,2,23, 24 3, 3,32, 52, 52, on construit la table :

2]22]23]2%
1]1[3|3 |32
1[1]1]5%]52
et les facteurs invariants sont les produits des colonnes successives :
2,2,6,600, 3600

L unicité admise de la suite des facteurs invariants permet d’en déduire I’unicité de la
suite des diviseurs élémentaires. O

On aura fait le lien avec la décomposition de Frobenius faite dans le chapitre préce-
dent. Ce n’est pas un hasard, les deux développements sont des cas particuliers d’une
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théorie qui les « chapeaute », celle des modules de type fini sur un anneau principal.
Donnons quelques éléments de traduction :

* Le groupe commutatif fini — I’espace £ muni d’un endomorphisme .
+ L’ordre d’un élément de G — le polyndme minimal s, , d’un vecteur.
» L’exposant du groupe — le polynéme minimal de w.

 Le cardinal du groupe — le polynéme caractéristique de u.

« Un groupe cycligue primaire — un sous-espace cyclique.

Exercice 5.10. Dans un groupe GG commutatif, = estd’ordre 30 et y d’ordre 12. Donner
un élément d’ordre 60.

Exercice 5.11. Déterminer les facteurs invariants et diviseurs élémentaires de
Cio X Craa x Cis.

Exercice 5.12. SoitV = Z /27 x 7 /27 que I’on appelle groupe du rectangle ou groupe
de Klein. Montrer qu’il existe trois sous-groupes A, B et C' distincts et cycliques
d’ordre2telsque V=Ax B=Bx(C=AxC.

Exercice 5.13. Déterminer le nombre des groupes commutatifs ayant 60 éléments, a
isomorphisme pres.

Exercice 5.14. Soit G un groupe commutatif, n un entier. On pose :
G,={9€G|g" =e}, G"={9eG|3heqG, g=n"}

Sont-ce des sous-groupes de G ? Les déterminer dans le cas ou on connait les facteurs
invariants de G.

5.4 ACTIONS DE GROUPES

5.4.1. Définitions générales

Il s’agit en quelque sorte d’un retour & la source : les groupes ont été introduits en tant
que groupes de permutations des racines d’une équation. Et c’est aussi dans le cadre
de la géométrie que s’est développée la théorie des groupes. On va donc préciser ce
qu’on appelle I’action d’un groupe sur un ensemble. Soit G un groupe, X un ensemble
non vide.
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Définition 5.19. On dit que G agit sur X si on a défini une application
GxX — X
(g,2) +— gua

et que, pour tout (g, ¢') de G2 et = dans X,

g-(¢d2)=(9¢)xr ecr=1x

D’une fagon intuitive, g agit sur un élément x en le transformant en g.x. Donnons
une définition équivalente : on note Sx le groupe des bijections de X dans lui-méme.

Définition 5.20. Une action du groupe G sur I’ensemble X est un morphisme
® de G dans Sx.

Et donc ®(g)(z) = g.z. Commengons par donner des exemples.

» (G agit sur lui méme par translation a gauche : g.z = gz, ou par translation a droite :
g.x = xg~ L. Il s’agit bien d’actions. Par exemple, pour la translation & droite, on
écrit

b=a(99") " = (99)x

; c’est I’action par conjugaison, que nous

9.(g'x) = g.(xg ") =xg g~
« Un mélange des deux : g.o = gzg™'
rencontrerons souvent.

* SiG = GL(FE) estle groupe linéaire d’un espace vectoriel, alors G agit sur £, mais
aussi sur D I’ensemble des droites vectorielles, ou sur % I’ensemble des bases. On
posera g.xz = g(x), g.D = g(D) et, dans le dernier cas :

gB = g‘(eh €2,... 7671) - (9(61)79(62)7 e 7g(en))
Les vérifications nécessaires sont immédiates.

Une action peut avoir différentes propriétés.

Définition 5.21.
(1) Une action est fidéle si :
Vg € G, Vx e X, (gz=x)) = (9 =eq)
autrement dit, le noyau de @ est réduit a ec.
(2) Une action est transitive si :
Y(z,y) € X%, 3g € G, y=g.x

Si une action n’est pas fidele, on peut faire agir G/ Ker @ sur X, et I’action induite
sera fidéle. Si par contre une action est fidéle, et ce sera souvent le cas en géométrie,
® identifie G a un sous-groupe du groupe des bijections de X dans X. On peut dire
que G est un groupe de transformations de X.

Par ailleurs, le défaut de transitivité se mesure ainsi.
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Définition 5.22. On appelle orbite d’un = dans X I’ensemble des g.x ou g
parcourt G.

L’orbite de x est notée O, ou parfois Gx. Une action est transitive si et seulement
si il n’y a qu’une orbite. Etre dans la méme orbite est une relation d’équivalence, et les
orbites partitionnent I’ensemble X .

Enfin, si 2 est un élément de X, on définit son stabilisateur par :

Définition 5.23.
Gy={9€G | gx=u}

C’est un sous-groupe de G comme on le vérifie facilement. Et voici le premier, et
seul théoréme de toute cette introduction.

Théoréme 5.24.
0, ~G/G,

ou ~ représente une bijection. Cette bijection n’a, a priori, aucune raison d’étre un
morphisme, puisque ni O, ni G/G, n’ont de structure de groupe en général.

Démonstration. On pose g.G, — g.x. C’est bien défini car si .G, = ¢.G,, on
ag g € G, et gx = ¢.x, c’est surjectif par choix de I’ensemble d’arrivée, et le
calcul qu’on vient de faire montre que c’est injectif. O

Dans le cas ou X est fini, on en déduit la formule des classes :

Théoréme 5.25.

Card(X) = i Card(G/Gy,)
i=1

ou (z;) sont des représentants des n orbites.

Démonstration. C’est la conséquence de ce que des classes d’équivalence forment
une partition de X. O

5.4.2. Applications aux groupes

Examinons I’action par translation.

Théoréme 5.26. Théoréme de Cayley. Tout groupe G est isomorphe a un sous-
groupe du groupe symétrique Sg.

Démonstration. L’action par translation est fidéle, puisque gx = x pour tout = (et
méme pour seulement un z) implique que g = eg. Il y a donc un morphisme injectif
de GG dans Sg. ]
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Dans le cas fini, un groupe de cardinal »n est donc isomorphe & un sous-groupe du
groupe symétrique S,,. En théorie, la connaissance des groupes S,, et de leurs sous-
groupes suffit a connaitre tous les groupes finis. En pratique... il n’est pas si « pratique »
que ca d’étudier le groupe Sy & 4! = 24 éléments pour étudier les groupes a quatre
éléments.

Continuons avec I’action par conjugaison. Si a est dans G, alors I’application dé-
finie par g — a.g = aga~!' est non seulement une bijection de G dans G, mais
aussi un morphisme de groupe donc un automorphisme de G. On dit que c’est un
automorphisme intérieur de G. Si on examine un peu plus précisément comment
fonctionnent ces automorphismes intérieurs, on obtient la proposition

Proposition 5.27. L’ensemble Int(G) des automorphismes intérieurs est un
sous-groupe distingué du groupe Aut(G) des automorphismes de G. De plus,
Int(G) ~ G/Z(G) ou Z(@G) est le centre de G.

Démonstration. Si on note i, I’application définie par i,(z) = aza™!, on sait déja
que c’est une bijection de G, c’est un morphisme :

1 1

ia(9q) = agga™! = aga”tag'at =iy (g)ia(g’)

De plus, I’application a — i, est un morphisme du G dans Aut(G) :
ia 0 ip(g) = a(bgb™)a~" = (ab)g(ab) ™! = ia(g)
On en déduit que I’image de ce morphisme, ensemble des automorphismes intérieurs,
est un sous-groupe de Aut(G). De plus, aga—! = g <= ag = ga et le noyau de ce
morphisme est donc Z(G), le théoréme d’isomorphisme donne Int(G) ~ G/Z(G).
Enfin, si ¢ est un automorphisme de G
¢poig0 ¢_1 = Z'qb(a)
etdonc Int(G) < Aut(G). O

Une application importante concerne les groupes finis de cardinal p™, que I’on
appelle p-groupes.

Théoreme 5.28. Le centre d’un p-groupe n’est jamais trivial.

Démonstration. On applique la formule des classes, en distinguant les orbites réduites
aun élément : si on note Z(G) le centre de G, alors tout = de Z(G) vérifie grg ! = =
pour tout ¢ ; il est donc seul dans son orbite, et

Card(G) = Card(2(G)) + Y _ Card(Ox,)

ou les orbites O, sont celles qui ont plus d’un élément; elles ont pour cardinal celui
de G/Gy,, qui est une puissance de p puisque G est de cardinal une puissance de
p et que tout sous-groupe a pour cardinal une puissance de p. On en déduit que le
cardinal du centre est divisible par p, et donc que ce centre contient un autre élément
que I’élément neutre (en réalité donc, il contient au moins p éléments). O
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En particulier un groupe de cardinal p™ (n > 1) n’est jamais simple : il a au moins
un sous-groupe distingué, son centre.

Exercice 5.15. Soit dans S,, un k-cycle o. Montrer que I’ensemble des conjugués de
o est I’ensemble des k-cycles. Généraliser a I’étude des conjugués d’une permutation
quelconque. Combien y a-t-il de classes de conjugaison dans S,, pour n = 3,4,5...7

Exercice 5.16. Un groupe G agit sur un ensemble X. Montrer que si z et y sont dans
la méme orbite, alors leurs stabilisateurs sont conjugués.

Exercice 5.17. On dit qu’une action est simplement transitive si
Ve e X, Vy e X, Jlg € G, Y=gz

Montrer que si I’action est fidele, transitive et si G est commutatif, alors I’action
est simplement transitive. On rencontrera des actions simplement transitives dans les
chapitres de géomeétrie.

5.5 THEOREMES DE SYLOW

Les théoréemes de Sylow font partie des théorémes les plus célébres de la théorie des
groupes finis; leur importance est due a ce qu’il s’agit de théorémes généraux, qui
s’appliquent a n’importe quel groupe fini, et affirment I’existence de sous-groupes
dont I’ordre est une puissance d’un nombre premier. C’est une réponse partielle au
probleme souleveé par le théoreme de Lagrange : si n est le cardinal d’un groupe et
si d est un diviseur de n, existe-t-il un sous-groupe de GG de cardinal d? Mais c’est
surtout un premier pas vers la classification des groupes finis. Cette classification est
maintenant achevée, plus de cent ans aprés la démonstration des théoremes de Sylow.

5.5.1. Conjugués d’un sous-groupe

Si G est un groupe, il agit sur I’ensemble de ses sous-groupes par conjugaison. Les
conjugués d’un sous-groupe H sont de la forme gHg~! ol g est dans G. lls sont
isomorphes @ H puisque tout automorphisme intérieur est.. un automorphisme. Et un
sous-groupe est distingué dans G s’il coincide avec tous ses conjugués, il est seul dans
son orbite. On peut compléter ces observations par la proposition :

Proposition 5.29. Si H est un sous-groupe de G, I’ensemble des g tels que
gHg™' = H est un sous-groupe de G contenant H, on I’appelle normalisateur
de H dans G, et on le note N (H ). Le nombre des conjugués de H est égal a I’indice
de son normalisateur.
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Démonstration. On utilise I’action par conjugaison de G sur I’ensemble des sous-
groupes de G : le normalisateur de H est le stabilisateur de H pour cette action,
c’est donc un sous-groupe de G et il contient bien sir H. Le cardinal de I’ensemble
des conjugués de H, c’est-a-dire de son orbite, est I’indice du normalisateur. On a
également H < Ng(H) < G, et si H est distingué dans G, c’est que Ng(H) = G.

O

5.5.2. Les théoremes de Sylow

Nous allons les rassembler en un seul énoncé :

Théoreme 5.30. Soit GG un groupe fini de cardinal n. On suppose que p est un nombre
premier diviseur de n et on pose n = p*moum A p = 1.

* (G admet des sous-groupes d’ordre p®, que I’on appelle p-Sylow de G.

« Tout sous-groupe de G d’ordre d’ordre une puissance de p (plus rapidement tout
p-sous-groupe de G) est inclus dans un p-Sylow. Tous les p-Sylow de G sont conju-
gués.

* Lenombre s des p-Sylow de G vérifie: s = 1 (mod p) et s | m.

Démonstration.

» Soit X I’ensemble des sous-ensembles de GG ayant p® éléments. Le groupe G agit
sur X par translation a gauche. Le cardinal de X’ n’est pas divisible par p. Une fagon
de le voir est de I’écrire ainsi :

(pam> _p*mp*m—1  p*m—p*+1

p® p* pr—1 " 1

et chaque fraction se simplifie : pour la premiére par p®, mais p®m — i = p® — i
(mod p®), donc les autres fractions se simplifient par la méme puissance de p, de
sorte que le coefficient restant est un entier non divisible par p. Comme les orbites
forment une partition de X, il existe au moins une orbite dont le cardinal n’est pas
divisible par p. Soit O une telle orbite. Si X est un élément de O, il est formé de
p™ éléments du groupe G. Sous I’action, son stabilisateur S est un sous-groupe de
G dont I’indice n’est pas divisible par p (c’est le cardinal de O ); le cardinal de .S
est donc de la forme p®m’ ol m/’ est un diviseur de m. On va montrer que S est un
p-Sylow de G. Considérons en effet X. C’est un ensemble de p™ éléments de G,
x1,...,Tpe. Etsig € S,0nagX = X donc gz = x; Soit g = :vi:cl‘l, ou I’indice
i estentre 1 et p©. Il y a donc au maximum p possibilités pour g, donc le cardinal
de S est inférieur ou égal a p®. Compte-tenu de ce qui précéde, ce cardinal est égal
a p®, on a obtenu un p-Sylow.

« Soit maintenant H un groupe dont le cardinal est une puissance de p. On peut
considérer I’action de H sur I’ensemble G /S, définie par h.gS = (hg)S. Dans
cette action, les orbites ont pour cardinal une puissance de p mais G/S est de
cardinal m, non divisible par p. Il y a donc au moins une orbite ayant un seul
élément, disons ¢.S. On a donc, pour tout b € H, hgS = ¢S, etdonc H C gSg~".
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Tout p-groupe est inclus dans un conjugué du p-Sylow S. En particulier, tout p-
Sylow est un conjugueé de S.

Commencons par la remarque : d’aprés la question précédente, si un p-Sylow d’un
groupe est distingué dans ce groupe, il est le seul p-Sylow. Faisons ensuit agir S
sur I’ensemble des p-Sylow de G, par conjugaison : les orbites ont encore comme
cardinal une puissance de p, et S est seul dans son orbite. Mais si S’ est un autre p-
Sylow seul dans son orbite, 25’2z~ = S’ pour tout = de S, donc S est un p-Sylow
du normalisateur de S/, d’apreés la remarque, S = S’. L’ensemble des p-Sylow est
donc réunion d’orbites dont une a un seul élément, les autres ont pour cardinal une
puissance de p, onadonc s = 1 (mod p). Par ailleurs, le nombre des p-Sylow est
donc le nombre des conjugués de S. C’est donc I’indice du normalisateur de S, et
c’est donc un diviseur du cardinal de G, et donc c’est un diviseur de m.

O

La démonstration est un peu délicate... Mais le résultat est important : au vu du

seul cardinal d’un groupe, on peut faire certaines déductions sur ses éventuels sous-
groupes. Donnons quelques exemples simples :

Soit G un groupe ayant 42 éléments. Alors il admet au moins un sous-groupe
distingué. En effet, G admet un 7-Sylow. Le nombre de ses conjugués, qui sont
les éventuels autres p-Sylow est un diviseur de 6 qui est congru a 1 modulo 7, c’est
1. Ce 7-Sylow est donc distingué dans G.

Le groupe Z /247 x 7/10Z n’a qu’un seul sous-groupe a 16 éléments. En effet, un
2-Sylow a 16 éléments, et puisque le groupe est commutatif, il coincide avec ses
conjugués, il n’y a pas d’autre 2-Sylow.

Exercice 5.18. Vérifier que le normalisateur de H est le plus grand groupe dans lequel
H est distingué. Chercher le normalisateur des sous-groupes a quatre éléments et a
deux éléments du groupe diédral Dg (cf. exercice 5.5). Si deux sous-groupes d’un
groupe G sont isomorphes, sont-ils conjugués ?

Exercice 5.19. Chercher les 2-Sylow de S4.

Exercice 5.20. Montrer que si p divise le cardinal de G, alors il existe au moins un
élément d’ordre p (c’est le théoréme de Cauchy).
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EXERCICES

Exercice 5.21. Décrire I’ensemble des morphismes de C,, dans lui-méme; lesquels
sont des isomorphismes ?

Exercice 5.22. On note Hg le groupe engendré par les matrices

(0 -1 (0 ¢
“‘(1 0> et b_<i 0)
Montrer qu’il a huit éléments et déterminer ses sous-groupes. Veérifier qu’il n’est pas
isomorphe au groupe diédral Dg. On I’appelle groupe quaternionique.

Exercice 5.23. Soit G un groupe fini dont tous les éléments (hormis le neutre) sont
d’ordre p premier. Démontrer que G est isomorphe au produit direct de groupes cy-
cliques d’ordre p. On montrera que G est muni d’une structure d’espace vectoriel sur
le corps IF),.

Exercice 5.24.
(1) Soit G un groupe, H un sous-groupe, On considere I’action de H sur G/ H définie
par
h.gH = hgH
Montrer que le noyau de cette action est le plus grand sous-groupe distingué de G
inclus dans H.

(2) On suppose que G est fini et que p le plus petit entier divisant le cardinal de G. On
suppose qu’il existe H sous-groupe de G d’indice p. Montrer que H est distingué
dans G.

(3) Démontrer directement que si H est d’indice 2 dans G alors H est distingué dans
G.

Exercice 5.25. Montrer que si G est un groupe fini de cardinal p®m ou p est premier
et m A p = 1, alors il existe un sous-groupe d’ordre p? pour tout entier 5 < c.
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PROBLEMES

Les corrigés de ces problemes sont disponibles sur le site de Dunod : www.dunod.com.

5.1. PROBLEME

Soit G un groupe. Si x et y sont des éléments de G, on appelle commutateur de = et
de y I’élément zyz~1y~! que I’on note [z, y]. Le nom de cet élément s’éclaircit si on
remarque que

[z,y] =e <= zy=yx
Le but de ce probléme est d’étudier certaines propriétés des commutateurs. On appelle
groupe dérivé le sous-groupe de G engendré par les commutateurs. On le note G'.

(1) Montrer que le conjugué d’un commutateur est un commutateur. En déduire que
G’ est distingué dans G.

(2) Soit H distingué dans G. Montrer que G/ H est commutatif si et seulement si H
contient G'.

(3) D’aprés la question précédente, G /G’ est le plus « grand » quotient commutatif de
G. On I’appelle I’abélianisé de G. Déterminer le groupe dérive de S,,. Déterminer
I’abélianisé du groupe diédral Dg, du groupe quaternionique.

(4) Montrer que tout sous-groupe H Vérifiant G’ < H < G est distingué dans G.

5.2. PROBLEME

Le groupe symétrique S,, est le groupe des permutations de I,, = {1,2,...,n} dans
lui-méme. Nous allons retrouver des résultats connus sur ce groupe symétrique en
utilisant les idées de style « action de groupe ».

(1) Soito € S,,. Le groupe (o) agit naturellement sur I,,. on dit que o est un r-cycle
si il y a une orbite de cardinal r, (que I’on appelle support de o) et si toutes les
autres orbites sont de cardinal 1. Montrer que les éléments du support peuvent étre
ordonnés en une suite (a;);=1 1 telle que

o(a;) = aip1 pouri <r, o(a;) = ay

Onécritalors o = (ay,aq,...,a,).

(2) Montrer que deux cycles de supports disjoints commutent, et que toute permuta-
tion se décompose de facon unique en produit de cycles de support disjoints.

(3) On suppose que o = cica ... ¢ OU ¢; est un r;-cycle, les supports étant disjoints.
Montrer que I’ordre de o est le p.p.c.m. des r;.

(4) Si o est une permutation quelconque, on note e(o) = (—1)"*, ou k est le nombre

total des orbites de I’action de (o) sur I,,. Ce nombre est la signature de o. Calculer
la signature d’un r-cycle.
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(5) On rappelle qu’une transposition 7 = (i,;) est un 2-cycle. Montrer qu’un r-
cycle est composé de r transpositions, et donc que les transpositions engendrent le
groupe S,.

(6) En déduire que la signature est un morphisme de S,, dans le groupe multiplicatif
{1, —1}. Le noyau de ce morphisme est le groupe alterné A,, des permutations
paires.

(7) Y a-t-il d’autres morphismes de S,, dans le groupe multiplicatif {1, —1} ?

SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 5.1. Soit GG un groupe d’ordre p, premier et x € G, différent du neutre.
Alors (x) est un sous-groupe de G, non réduit au neutre et d’ordre diviseur de p : cet
ordre est donc égal & p et x est un générateur de G, qui est donc cyclique. 1l existe a
isomorphisme pres, un seul groupe d’ordre p, le groupe cyclique C),. Cette situation
est assez exceptionnelle : il existe par exemple une quinzaine de groupes d’ordre 24,
un seul d’ordre 15 ou 33, des centaines de milliers d’ordre 512, a isomorphisme pres,
bien sdr.

Solution 5.2. Commencons par observer que :
V(h,h') € H?>, hh ¢ H < HH C H
et
VheH h‘eH «— H'cH

donc,si HH = H et H—! = H, alors H est un sous-groupe de G. Réciproquement,
si H est un sous-groupe de GG,onadonc HH C H, maiscomme 1l € H, h = 1gh
implique que H C HH. Par ailleurs, H~! C H, mais h = (h~!)~! prouve que
H c H~" lorsque H est un sous-groupe de G.

Solution 5.3. Commengons par observer que dans un groupe G, I’application
¢ : = — x~ ! est bien définie et bijective : son application réciproque est elle-méme
car (z=1)~! = z. Supposons G commutatif : (zy)~! = y~lz~! = 27 1y~!, pour
tous x et y. Cela s’écrit ¢(zy) = ¢(x)@(y), et ¢ est bien un morphisme. La réciproque
résulte du méme argument :

zy =z oy = oy = d((yx) ") =y



140 5 ¢ Groupes

Solution 5.4. Si z € G est d’ordre p et si ¢ est un morphisme de source G, alors
d(x)P = ¢(aP) = ¢(eq) = ey. On en déduit que ¢(x) est d’ordre fini, diviseur de p.
Mais si ¢ est injectif,

P(x)" =en = ¢(z™) = ¢(eq) = 2" = e
prouve qu’alors I’ordre de ¢(x) est un multiple de p : un morphisme injectif conserve
I’ordre des éléments. Méme type de résultat si x est d’ordre infini.

Solution 5.5. Un calcul simple montre que a est d’ordre 4, et que b est d’ordre 2.
Par ailleurs, ab = ba?, a®b = ba?, a®b = ba, ces trois matrices étant distinctes. Ces
formules montrent également que tous les produits successifs de puissances de a par
des puissances de b se raménent & huit éléments distincts :

Ds = {e,a,a?, a®,b,ab,a®b, a®b}

Les quatre premiers éléments forment un groupe cyclique, qui contient un sous-groupe
d’ordre 2, {e, b*}; les quatre autres éléments sont d’ordre 2, ils engendrent chacun un
groupe d’ordre 2. On peut se demander s’il existe d’autres sous-groupes : si c’est le
cas, ce sont des groupes non cycliques, d’ordre diviseur strict de huit : ce ne peut étre
que des groupes d’ordre 4. On constate qu’il y en a 2, (a2, b) et (a?, ab). Ces groupes
sont isomorphes a Cy x Cs (voir le paragraphe suivant). L’étude du groupe diédral est
facilitée quand on en fait une interprétation géomeétrique : il est isomorphe au groupe
des isométries qui conservent un carré.

Solution 5.6. Le centre n’est jamais vide car il contient toujours I’élément neutre. Si
z et 2’ sont dans le centre de G, alors, pour tout = de G :

(22)x = 2(Z'x) = 2(x2)) = (22)2' = x(27)

et

2l = (271 = (27 ) =22t
donc Z(G) est un sous-groupe de G. De plus, zzx~1 = z donc Z(G) est distingué
dans GG. Le centre d’un groupe est une sorte de mesure de sa commutativité, par
exemple, si Z(G) = G, alors G est commutatif. Il existe des groupes pour lesquels le

centre se réduit au neutre, c’est le cas de S,,, pour n > 3.

Solution 5.7. Rappelons que A4 est le groupe des permutations paires de 4 élé-
ments. 1l contient les doubles transpositions u = (1,2)(3,4), v = (1,3)(2,4) et
w = (1,4)(2, 3). Avec le neutre, ces quatre doubles transpositions forment un groupe,
¥, qui est distingué dans .4, : on vérifie en effet que, si o est une permutation,

0 (1,2)(3,4) 007" = (0(1),0(2))((3), 0(4))



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Solutions des exercices 141

De plus, comme ¥ est commutatif, son sous-groupe (u) est distingué dans 7. Mais
(u) n’est pas distingué dans Ay, il suffit de calculer le conjugué de w par (1,2, 3), par
exemple. La relation <1 n’est pas transitive, alors que c’est le cas de la relation < (est
un sous-groupe).

Solution 5.8. On suppose que H et K sont des sous-groupes et que HK = KH.
Alors HKHK = HHKK = HK et (HK)™! = K'H' = KH = HK.
Donc HK est un sous-groupe. Supposons maintenant que H, K et HK sont des
sous-groupes de G. Alors

HK = (HK) '=K'H'=KH
On abien prouvée HK = KH.
Si par exemple H est distingué dans G, alors, quelque soient h et k dans H et K
respectivement, khk~! = b’ € Het KH c HK.Onaaussi k"'hk = " ¢ H

et HK C KH. On peut aussi utiliser que H K est la réunion des classes a droites
modulo H, et K H est la réunion des classes a gauche.

Solution 5.9. Onad’abord H = (a) = {e,a,a? a®} et K = (b) = {e, b}. L’étude
faite de ce groupe dans I’exercice 5.5 permet de vérifier facilement les propriétés
indiquées. Pourquoi G n’est-il pas isomorphe au produit direct de H par K ? On peut
argumenter en disant que K n’est pas distingué dans G ou, plus rapidement, que H et
K étant commutatifs, on vérifie immédiatement que leur produit direct est commutatif.
On peut trouver dans I’ensemble H x K une structure de groupe telle que ce groupe
soit isomorphe & G : voir la notion de produit semi-direct, par exemple dans [6].

Solution 5.10. C’est une simple application des idées de la démonstration du théo-
réeme 5.14. Si x est d’ordre 30 et y d’ordre 12, le p.p.c.m. est 60 ; mais 60 = 15 x 4
donc 22 qui est d’ordre 15 et i3 qui est d’ordre 4 commutent et ont des ordres premiers
entre eux, I’ordre de z2y> est 60.

Solution 5.11. D’apres le théoréme chinois :
010 X 0144 X Clg ~ (CQ X 05) X (016 X Cg) X (02 X Cg)

Les facteurs invariants sont 2,2,24,32,32,5 et les diviseurs élémentaires sont 2 | 6 | 720.
Le groupe de départ est isomorphe a Cy x Cg x Crap.

Solution 5.12. 1l suffit d’observer qu’il y a trois éléments d’ordre 2, (1,0), (0,1) et
(1,1) et de prendre pour A, B et C les groupes engendrés par chacun de ces trois
éléments : il n’y a pas unicité de la décomposition en sous-groupes primaires, mais
unicité de la liste des facteurs invariants.
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Solution 5.13. 60 = 22 x 3 x 5, il y a seulement 2 types de groupes commutatifs & 60
éléments, celui de facteurs invariants 22, 3,5 et celui de facteurs invariants 2,2, 3, 5.
Le nombre de possibilités sera plus important s’il existe des exposants élevés dans la
décomposition en facteurs premiers du cardinal du groupe. On pourra faire le lien avec
le nombre de fagons d’écrire un entier comme somme d’autres entiers... et se reporter
a la situation analogue en algebre linéaire.

Solution 5.14. Soitz ety dans G,,. Alors (zy)" = 2"y" = eet (z71)" = (z") ! =e.
G, est un sous-groupe, il est formé des éléments dont I’ordre est un diviseur de n.
Si par exemple G = C* muni du produit, c’est le groupe cyclique des racines de
I’unité. Supposons G commutatif fini. Pour que G, ne soit pas réduit au neutre, il est
nécessaire que n et le cardinal de G ne soient pas premiers entre eux.

De méme, G™ est un sous-groupe de G, puisque si x et y en font partie, onax = h"™
ety = k" donc xy = (hk)" etx—! = (h~1)",

Si G est un produit de groupes commutatifs, G = G; x ... x Gy, alors
la définition de la loi dans le groupe produit permet de vérifier facilement que
Gp =GinX...xGypetG" = GY x ... x G} Il suffit donc de déterminer G,
et G" lorsque G est un groupe cyclique de la forme C),. Mais les éléments de ce
groupe sont d’ordre un diviseur de p® et, en notant = un geénérateur de C),,, on aura

Gps = <xpa75>.

Solution 5.15. Si o = (iy,i9,...,1x), alors on vérifie directement que

socos 1= (S(il), S(iQ), R ,S(ik))

Comme le choix de o est libre, I’ensemble des conjugués d’un k-cycle est I’ensemble
des k-cycles. On sait que toute permutation se décompose en cycles de supports dis-
joints : les mémes calculs prouvent que I’ensemble des conjugués d’une permutation
est I’ensemble des permutations qui ont méme structure (type de décomposition en
cycle). Ainsi, dans Ss il y a trois classes de conjugaison : celle qui contient I’identité,
celle qui contient les transpositions, celle qui contient les 3-cycles, cela correspond
aux décompositions en cycles du type :

3=14+14+1=1+2=3 etdeméme

4=14+14+1+1=24+14+14+1=2+2=3+1

permet de dire qu’il y a quatre classes de conjugaison, et plus généralement le nombre
des classes de conjugaison de S,, est le nombre des partitions de n, déja rencontré.
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Solution 5.16. Supposons que x et y sont dans la méme orbite. Il existe g tel que
y = g.z. En notant G, et G, les stabilisateurs de x et de y, ona:

g€Gy = gy=y <= g.(ha)=hx < h'ghc G, < g€ hG,h*

et donc G, est un sous-groupe conjugué de G .. Tous les stabilisateurs sont conjugués,
donc en particulier sont isomorphes.

Solution 5.17. Soit x et y deux éléments quelconques de X. Comme I’action est
transitive, il existe g € G tel que : y = g.z. Supposons que y = h.z, et soit z
guelconque; il existe k tel que z = k.x et

9.z = (gk).x = (kg).x = k.y = (kh).x = (hk).x = h.z

(en utilisant la commutativité). On a donc, pour tout z, (h~'g).z = z, et, puisque
I’action est fidéle, h—'g = e et en définitive b = g¢. L’action est simplement transitive.
La situation décrite se rencontre fréquemment en géométrie, par exemple pour I’action
par translation des vecteurs sur un espace affine.

Solution 5.18. C’est pratiquement la définition : le normalisateur de H est I’ensemble
de tous les ¢ tels que gHg~! = H, et donc H est inclus dans son normalisateur
Ng(H) etil y est distingué. Et tout groupe dans lequel H est normal doit étre formé
d’éléments ¢ tels que gHg~' = H, il est inclus dans le normalisateur. Si bien sir
le normalisateur est G, H est distingué dans G ; il arrive que H soit égal a son
normalisateur, on parle de sous-groupe «autonormalisant». Dans le cas du groupe
diédral Dg, le groupe (a) est distingué dans Dg : son normalisateur est donc lui-méme.
Les sous-groupes (a2, b) et (a?, ab) qui ont également quatre éléments sont également
distingués, ils ont quatre éléments mais ne sont pas cycliques.

Occupons-nous des sous-groupes a deux éléments. Le sous-groupe (a?) est le centre, il
est distingué. Le sous-groupe (b) n’est pas distingué, et comme b ne commute qu’avec
lui-méme et le neutre, il est égal a son normalisateur. Il a donc quatre conjugués,
lui-méme et les trois derniers sous-groupes a 2 éléments, (ab), (a2b), (a>b).

Si deux sous-groupes de G sont conjugués, alors ils sont isomorphes, puisque
x — gxg~ ! estun isomorphisme. Mais deux sous-groupes de G qui sont isomorphes
ne sont pas forcément conjugués : I’exemple ci-dessus des sous-groupes a deux
éléments du groupe diédral le prouve.

Solution 5.19. Le groupe Sy a 24 éléments. Ses 2-Sylow ont donc 8 éléments, et
d’apreés le théoréme de Sylow, il y ena 1 ou 3. Les éléments d’un 2-Sylow sont d’ordre
1, 2 ou 4 (il n’y a pas d’élément d’ordre 8). Si par exemple on part d’un élément
d’ordre 4 comme o = (1,2, 3,4), on obtient un sous-groupe d’ordre 8 en prenant les
composés avec un élément d’ordre 2 comme 7 = (1,3). On a alors 7o = o~ ! et
on peut vérifier que le groupe (o, 7) est isomorphe au groupe diédral Dg. On vérifiera
gu’il y a d’autres Sylow (deux autres donc) construit sur le méme modéle. Ces trois
2-Sylow sont autonormalisant (voir I’exercice précédent).
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Solution 5.20. |l suffit d’utiliser le théoréme de Sylow : si p divise le cardinal de
G, il existe un p-Sylow S, qui est d’ordre pa. Tout élément x de .S est d’ordre une
puissance de p. Et dans le groupe (cyclique) engendré par x, il existe donc un élément
d’ordre exactement p. (cf. la remarque a la fin du théoréme 5.5).

Cauchy n’a pas démontré son théoréme a I’aide du théoréme de Sylow, ne serait-ce que
pour des raisons chronologiques... Par contre, certaines démonstrations du théoréeme
de Sylow utilisent le théoréme de Cauchy (qu’il faut donc démontrer autrement).

Solution 5.21. Comme C,, est monogene, un morphisme est entiérement déterminé
si on se donne I’image du générateur 2. On aura donc n morphismes ¢; définis par
z — ¥ etdonc ¢ — . De plus ¢y, sera bijectif si z* engendre C,,, donc si k est
premier & n. On vérifiera facilement que ¢, — & est un morphisme de I’ensemble des
¢y (muni de la loi o, dans le groupe additif (Z/nZ,+). Et qu’alors I’ensemble des
automorphismes de C, est isomorphe a I’ensemble des inversibles de I’anneau Z /nZ.

Solution 5.22. |l faut calculer... a est d’ordre 4, b2 = a2, ba = a3b et les éléments du
groupe engendré par a et b sont huit :

e,a,a?,a’,b,ab, a®b, a’b

Ce groupe n’est pas isomorphe au groupe diédral car il a un seul élément d’ordre
2, a®> = b2 Il a donc un seul sous-groupe d’ordre 2. On Vérifiera que a, b et ab
engendrent les trois groupes d’ordre 4 (qui sont donc cycliques). On I’appelle groupe
quaternionique car il est relié au corps H des quaternions.

Solution 5.23. Montrons que G peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel :
c’est un groupe commutatif pour la loi du groupe (que I’on notera additivement). Si
k € T, (on rappelle que c’est le corps Z/pZ), on définit k.o = = + 2 + - + 2
avec k termes dans la somme. Cette définition est cohérente, puisque k.z = k’.x si et
seulement si £ = k' (mod p), car x est d’ordre p. On vérifie alors facilement que G
est un IF,,-espace vectoriel. Comme il est fini, il est isomorphe a une puissance finie de
IF,, en tant qu’espace vectoriel mais donc aussi en tant que groupe.

Solution 5.24.

(1) h € H est dans le noyau de I’action lorsque, pour tout g de G, hgH = gH
ce qui équivaut a g~ 'hg € H, donc h € gHg'. L’ensemble K des h est donc
I’intersection des conjugués de H, c’est un sous-groupe distingué de H (car noyau
d’un morphisme). Si K/ C H est un sous-groupe distingué de G, pour tout g de
GonagK'go! = K' Cc gHg ! et donc K’ est inclus dans I’ensemble des
conjugués de H. K contient donc tous les sous-groupes distingués de GG qui sont
inclus dans H. Il joue un réle analogue a celui du normalisateur dans G de H.
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(2) Soit K comme dans la question précédente. Soit ¢ le morphisme de G dans le
groupe symétrique de G/ H défini par I’action de translation a gauche. K est le
noyau de ce morphisme et par le théoréme d’isomorphisme G/ K est isomorphe &
un sous-groupe du groupe symétrique de GG/ H. Or ce groupe symétrique & pour
cardinal p!, et G/K a pour ordre un diviseur du cardinal de G, c’est donc que
G/K a pour ordre 1 (exclu car K est inclus dans H), la seule solution est que
G/ K soit de cardinal p, que K soit égal @ H et donc que H soit distingué dans G.

(3) On peut appliquer le théoréme précédent, mais il est plus rapide de remarquer que
si H estd’indice 2 dans G, il y a seulement deux classes a gauche, H et une classe
delaformezH, ol x ¢ H, et ces classes forment une partition de G. Mais comme
il y a seulement deux classes a droite, H et Hx, on a nécessairement tH = Hx
ce pour tout x. Le sous-groupe H est distingué dans G.

Solution 5.25. Soit S un p-Sylow de G, de cardinal p™ Un argument déja utilisé : il
existe dans S un élément d’ordre p, car tout élément est d’ordre une puissance de p.
Mais on peut utiliser le théoréme qui dit que le centre de S (qui est un p-groupe) est
non trivial. 1l existe donc dans le centre un élément = d’ordre p. Puisque z est dans le
centre, (x) est distingué dans S. Alors S/(z) est un groupe d’ordre p"~!, I’hypothése
de récurrence montre qu’il a des sous-groupes d’ordre p?, qui sont les images de sous-
groupes d’ordre p®+1, avec 3 est inférieur & o — 1. Le théoréme est démontré.
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Chapitre 6

Algebre bilinéaire

Nous revenons a l’algebre linéaire, et ce chapitre est consacré aux formes bili-
néaires. Il s’agit donc d’associer a un couple de vecteurs un «scalaire» (c’est pour
cela qu’on parle de «forme »). Comme cas particulier, nous retrouverons le produit
scalaire de la géométrie. Dans tout le début du chapitre, on se place dans le cadre
général d’un corps commutatif K, de caractéristique différente de 2.

6.1 FORMES BILINEAIRES

6.1.1. Définitions
Une forme bilinéaire sur un K -espace vectoriel £ est une application ¢ de E' x E dans
K qui verifie les propriétés :
Y(z,2',y,y') € EY, VA €K, dlx+X2'yy) = oz, y) + (2, y)
o,y +Ay) = o(x,y) + Ao(a,y)

Lorsque E est le corps K, les seules formes bilinéaires possibles sont données par
o(z,y) = axy. Dans I’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1], I’application

(f,9) — fol f(t)g(t) dt est une forme bilinéaire.

Théoréme 6.1. L’ensemble noté Lo(E, K') des formes bilinéaires sur le K-espace
vectoriel E est un K -espace vectoriel. En dimension finie n, il est isomorphe a I’es-
pace vectoriel M, (K).
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Démonstration. La structure d’espace vectoriel est celle qu’ont tous les ensembles
d’applications a valeurs dans K. Si (e;);cr est une base de F, la bilinéarité implique
qu’une forme bilinéaire ¢ est déterminée par les scalaires ¢(e;, e;). En dimension n,
notons B = (ey, €2, ..., e,) Une base. La matrice A = (¢(e;, €5));; € My, (K) suffit
donc a déterminer ¢. On la notera Mp(¢), et on a immédiatement :
Mp(¢ + M) = Mp() + AMp(¢)
O

Si on note alors X (resp. Y) la matrice des coordonnées de x (resp. de y) dans la
base B, onaura:

Pz, y) = ¢ inei’ Zyjej = inqg(ei’ e;)y; = X AY
i J i,

On a bien sOr décide de considérer qu’une matrice 1 x 1 se confond avec un scalaire
de K.

6.1.2. Rang

A partir de ce paragraphe, nous nous limiterons au cas de la dimension finie. C’est
dans le cours d’analyse que I’étude de la dimension infinie sera reprise.
La bilinéarité d’une forme ¢ peut se formuler autrement. On définit les deux applica-
tions partielles :
olz,): B — K o(y): B — K

y — é(z,y) r — ¢(,y)
Alors ¢ est bilinéaire si, et seulement si ces deux applications partielles sont des formes
linéaires, donc éléments du dual E*. Et on peut alors introduire

Ly: E — E* Ry: E — FE*

z — P(z,) y — o(,y)
deux applications qui sont encore, grace a la bilinéarité, des morphismes d’espaces
vectoriels.

et

et

Théoréme 6.2. Lorsque E est de dimension finie, L4 et Ry sont de méme rang, que
I’on appelle rang de la forme bilinéaire ¢.
On dit que ¢ est non dégénérée si I’une des applications L 4, ou R, est bijective !

Démonstration. Soit A la matrice de ¢ par rapport a une base 3. Nous allons
commencer par rechercher la matrice de Ly et de R, par rapport aux bases B et
B* (base duale) : Lg(ej)(ei) = ¢(ej,e;) et ce nombre est la i-eme coordonnée
de Ly(e;) donc c’est le coefficient d’indice (7,;) de la matrice de L,. De méme,
Ry(ej)(e;) = ¢(es,ej). On en déduit que les matrices de Ly et de R, sont
respectivement ‘A et A, d’ou le résultat, car une matrice et sa transposée ont méme
rang. [

1. Plus précisément, si I’une est bijective, I’autre I’est également.
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Une forme bilinéaire est donc non dégénérée lorsque sa matrice A est inversible.
Les deux applications Ly et R, ont donc méme rang, mais elles sont bien distinctes,
en particulier leurs noyaux sont en général distincts.

6.1.3. Changements de base

Si F est rapporté a la base B, et si ¢ est une forme bilinéaire de matrice A par rapport
a cette base, quelle est la matrice A’ de ¢ lorsque on se place dans une base C ?

Proposition 6.3. Si P est la matrice de passage de la base 5 a labase C, ona
A ='"PAP
(formule de changement de base pour les formes bilinéaires)

Démonstration. SiC = (e;) alors, par définition de P = (p; ;), ¢j = >_; pi je; et:

d(ef,ek) =D pijdlenepir = pjibles er)pok
il il
On anoté p; ; les coefficients de la matrice ‘P. D’ou le produit matriciel annoncé. [

6.1.4. Matrice congruentes, formes congruentes

Comme dans le cas des applications linéaires ou des endomorphismes, on peut main-
tenant se poser un probléme de classification des formes bilinéaires.

» Une forme bilinéaire est donnée : peut-on trouver une base dans laquelle I’écriture
de la forme bilinéaire est particuliérement simple ?

« Comment reconnaitre si deux matrices représentent (par rapport a deux bases) la
méme forme bilinéaire ?

* Quand deux formes bilinéaires ont-elles la méme « signification » géométrique ?
Les trois questions sont liées, donnons des précisions de vocabulaire :

Définition 6.4. Deux matrices symétriques (ou antisymétriques) A et A’ sont
congruentes s’il existe une matrice P de GL(n, K) telle que :
A ='PAP

Autrement dit deux matrices congruentes représentent la méme forme bilinéaire
dans des bases différentes.
Deux formes bilinéaires ¢ et ¢’ sont congruentes s’il existe un automorphisme

de E tel que :
Yo,y € B, ¢(z,y) = ¢ (u(z), u(y))

¢ et ¢’ sont congruentes lorsque leur matrice, par rapport a la méme base, sont
congruentes, et la congruence est une relation d’équivalence. On voit tout de suite que
deux matrices congruentes ont méme rang.
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Pour continuer I’étude des formes bilinéaires, nous allons nous spécialiser dans
deux cas particuliers essentiels, et c’est dans ces cas que I’on obtiendra des résultats
de classification.

6.2 FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES
ET ANTISYMETRIQUES

6.2.1. Généralités

Définition 6.5. Soit ¢ une forme bilinéaire. On dit que c’est une forme
bilinéaire symétrique si

Vz,y € E, ¢(z,y) = ¢(y, )
On dit que c’est une forme bilinéaire antisymétrique lorsque :

Va,y € B, ¢(z,y) = —¢(y, x)

\oici quelques exemples :

* Endimension 1, (z,y) — xzy est symétrique. La seule forme antisymétrique est
constante nulle.

+ Dans I’espace vectoriel K2, ((x1,91), (r2,%2)) — a(x1y2 — w2y1) o0 a est un
scalaire quelconque, est une forme antisymétrique. Les formes symétriques sont
données par :

((z1,22), (Y1,¥2)) — az1y1 + b(z1y2 + T2y1) + cx2y2
ou a, b et ¢ sont des scalaires.

» Une forme bilinéaire est symétrique si sa matrice A dans n’importe quelle base
est une matrice symétrique : A = ‘A. Elle est antisymétrique si sa matrice est
antisymétrique, A = —'A.

« Comme nous sommes en caractéristique différente de 2, on a I’équivalence :
Vae,y € E, ¢(x,y) = —d(y,z) < Ve € E, ¢(x,z) =0
Montrons la premiere implication :
o(x,x) = —¢(x, ) = 20(x,2) =0 = d(x,2) =0

en tenant compte de la caractéristique. Pour I’autre,

p(x+y,x+y)=0 <<= o) +d,y) +dy,x)+d(y,y) =0
— <Z>(y,x) = —<Z>(x,y)
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6.2.2. Noyau d’une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique

Dans le cadre des formes bilinéaires symétriques ou antisymétriques,

¢(z,y) =0 <= ¢(y,z) =0
et les applications L et R, ont méme noyau :

Définition 6.6. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique. On
appelle noyau de ¢ le noyau commun de Ly et de R :

Ker¢ = {z € E |Vy € E, ¢(x,y) = 0}

et une forme bilinéaire symétrique est non dégénérée si et seulement si son noyau
est réduit au vecteur nul.
Remarques.

» Dans le cas ou ¢ est dégenérée, on peut introduire dans I’espace vectoriel
quotient £/ Ker ¢ la forme bilinéaire ¢ définie par :

O(T,7) = ¢(z,y)
Aprés avoir vérifié la cohérence de la définition, on montre que ¢ est non
dégénérée.
* |l est remarquable que dans le cas non dégenéré : L, (ou R,) permet de

réaliser un isomorphisme entre E et son dual : toute forme linéaire f est
représentee par un unique vecteur a tel que :

Ve € E, f(x) = ¢(a,z)

\Voir par exemple la notion de gradient, ou le théoréme de représentation
de Riesz, en analyse.

6.2.3. Orthogonalité

L’ orthogonalité se définit comme dans le cas du produit scalaire de la géométrie élé-
mentaire.

Définition 6.7. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique sur
E. Alors :

* Si¢(x,y) = 0, ondit que x est orthogonal a y, et on écrit parfois L y.
e Si F estinclus dans F,
Fl={z e E|VyeF ¢(xy) =0}
est appelé I’orthogonal de F.

La bilinéarité permet de prouver facilement que les orthogonaux sont des sous-
espaces vectoriels et on peut aussi remarquer que S+ = (vect(S))*.
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Par ailleurs,
Ker¢ = E+
et donc on pourra dire qu’une forme est non dégénérée si et seulement si le vecteur nul
est le seul qui est orthogonal a tous les autres.

Donnons quelques propriétés de I’orthogonalité des sous-espaces.

Théoréeme 6.8. Si F' et (G sont des sous-espaces vectoriels de F, alorsona:

e FCG=GtcF+

o FC(FhHt

s (F+G)r=FtnGt

s Ft+Gtc(FnGe)t

o dim F + dim F+ = dim E + dim(F N Ker ¢)
Dans le cas ou ¢ est non dégénérée, ona :

o dimF +dim F+ =dim E

« F=(Fht

« FL+ Gt =(FnG)*

Démonstration.

 Soit z € G- quelconque, il est orthogonal a tout élément de G, en particulier aux
éléments de F, il est donc dans F'*.

» Siz e Fetyc F* alors ¢(x,y) = 0 peut s’interpréter comme x € (F1)*.
» Une inclusion résulte de la premiére propriété démontrée :
FCF+G GCF+G= (F+G@)*cFtnagt
Etsiz € FXNG* alors (z, f +g) = (2, f) + (2, g) = 0 prouve I"autre inclusion.

» Onaencore, en utilisant la premiére propriété, F- c (FNG)* et G+ c (FNG)*
et, comme (F'NG)=* est un sous-espace vectoriel, le plus petit sous-espace vectoriel
qui contient F+ et G+, c’est-a-dire F- 4+ G+, est inclus dans (F N G)*.

* Soit (eq, ..., e;) une base de F'NKer ¢. On la compléte en une base (€441, - - ., €p)
de F. Alors un vecteur z est dans F' si et seulement si, pour tout s de k& + 1 a p,
o(x,e;) = 0, puisque ¢(x,e;) = 0 est automatique lorsque ¢ < k. Orcesp — k
équations linéaires sont indépendantes, car :

P p
> Xig(he) =0= > Nie; € Kerg

i=k+1 i=k+1

Et donc les \; sont nuls. Donc z est dans F'+ si et seulement si z vérifie ces p — k
équations indépendantes :

dim Ft =dimE — (p— k) = dim F + dim F+ = dim F + k
=dim F + dim F N Ker ¢
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Passons maintenant aux trois derniéres affirmations.

* Si ¢ est non dégénérée, Ker ¢ se réduit a {0} donc la formule précédente devient
dim F + dim F+ = dim E.

* Onaalors
dim(F4)* = dim E — dim F* = dim E — (dim E — dim F) = dim F
compte-tenu de I’inclusion £ C (F+)+, on obtient I’égalité [ = (F+)*.
+ Appliquons la relation (F + G)* = F-nGraFtetaG*h:
(Fr+cHtr=FnG=F-+G-=(FNG)*

Dans certains cas, les résultats précédents se simplifient un peu.

Définition 6.9. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique. Un
vecteur x est isotrope lorsque ¢(z, ) = 0.

Un sous-espace F' de E est non isotrope si la restriction de ¢ a F est
non dégénérée. Il est isotrope si cette restriction est dégénéree, et totalement
isotrope si elle est nulle.

Contrairement au cas des endomorphismes, on peut toujours définir la restriction
d’une forme bilinéaire a un sous-espace. Et il faut bien noter que la restriction d’une
forme non dégénérée peut étre dégénérée. Exemple : si

o((x1,22), (Y1,y2)) = T1Y1 — T2y2

la restriction aux droites vect(1,1) et vect(1,—1) est nulle. Ces droites sont donc
totalement isotropes, elle sont engendrées par des vecteurs isotropes. Remarquons
également que, en reprenant la définition :

Ker ¢, = FNF~*
et donc qu’on peut réécrire :
F estnonisotrope <= F N F+={0}
F est totalement isotrope < F C F'+

Dans le cas d’un sous-espace non isotrope, on a donc :

Proposition 6.10. F est non isotrope si et seulementsi £ = F' & F*.

Démonstration.

Si Festnon isotrope, FNKer ¢ C FNEF+ = {0}, etonadonc dim F+dim F*+ = dim E.
On en déduit que F' et son orthogonal sont supplémentaires. La réciprogue est
immédiate, puisque le fait qu’il y ait somme directe implique F N F+ = {0}. O
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Exercice 6.1. Montrer que LS2(E), ensemble des formes bilinéaires symétriques
et LA, (E), ensemble des formes bilinéaires antisymétriques sont deux sous-espaces
supplémentaires de Lo(E). Si la dimension de E est n, donner leur dimension.

Exercice 6.2. Démontrer que si ¢ est une forme bilinéaire non dégénérée, avec F de
dimension supérieure ou égale a 2, telle que :

Ve e E\Ny € E, ¢(x,y) =0 < o¢(y,z) =0

alors ¢ est symétrique ou antisymétrique.

10 0
Exercice 6.3. On considére la forme ¢ définie sur R? par la matrice |0 1 0
0 0 —1

Déterminer I’orthogonal d’une droite vectorielle quelconque. Préciser quelles droites
sont isotropes. Déterminer de méme I’orthogonal d’un plan, et décrire les différentes
possibilités.

Exercice 6.4. Montrer qu’en dimension impaire, une forme bilinéaire antisymétrique
est toujours dégénérée.

Exercice 6.5. Montrer, par un contre-exemple, que I’inclusion F- 4+ G+ ¢ (FNG)*
peut étre stricte.

Soit £ une droite vectorielle. Montrer que si elle est non isotrope, alors elle est to-
talement isotrope. Donner un exemple de sous-espace qui est non isotrope sans étre
totalement isotrope. Montrer qu’un sous-espace non isotrope contient un sous-espace
totalement isotrope (non réduit a {0}). Est-ce que la réciproque est vraie ?
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6.3 FORMES QUADRATIQUES. CLASSIFICATIONS
DES FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES REELLES
ET COMPLEXES

6.3.1. Forme quadratique, cone isotrope

Nous allons dans ce paragraphe, nous limiter aux formes bilinéaires symétriques sur un
corps K, et bien slr encore a la dimension finie. L’étude de I’application z — ¢(x, )
est essentielle.

Définition 6.11. On appelle forme quadratique associée a la forme bilinéaire
symétrique ¢ I’application ¢ : E — K définie par ¢(x) = ¢(x, x).
Pour tout vecteur z et tout scalaire \, ¢(Ax) = A\2q(x) et ¢(0) = 0.

Il est remarquable que la donnée de la forme quadratique suffise pour déterminer la
forme bilinéaire symétrique ¢, c’est ce qu’on appelle la polarisation :

Proposition 6.12. .
oz,y) = 5(alz +y) —a(z) —a(y))

Démonstration. Calcul immédiat :

q(z+y) =o(x+y,x+y) = qx)+26(z,y) +q(y)
O

Par contre, toute application ¢ de F dans K qui vérifie g(Az) = A\2?q(z) n’est pas
une forme quadratique ; voir par exemple ¢ défini dans R par ¢(z) = |z|.

L’ensemble des vecteurs qui annulent la forme quadratique ¢ n’est pas, en général,
un sous-espace vectoriel. Il a cependant la propriété remarquable d’étre stable par le
produit par un scalaire. On dit que ¢’est un cone.

Définition 6.13. Un vecteur x est dit isotrope si ¢(z) = 0. L’ensemble des
vecteurs isotropes s’appelle le cone isotrope de ¢ (ou de ¢). Il contient le noyau
de ¢. On le notera C(q).

L’inclusion du noyau dans le cbne peut s’exprimer ainsi : les vecteurs du noyau sont
orthogonaux a tous les vecteurs, les vecteurs du cone sont orthogonaux a eux-mémes.

Il arrive que le cdne isotrope ne contienne que le vecteur nul, on le verra dans le
cas réel pour la forme quadratique associée a un produit scalaire, mais cela peut se
produire dans d’autres cas.

Définition 6.14. Une forme quadratique (et la forme bilinéaire associée) est
définie si le cone isotrope est réduit au vecteur nul.
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Et bien sdr, si g est définie, elle est non dégénérée.

Qu’est-ce que «réduire » une forme bilinéaire symétrique ? L’ idée est, comme pour
les endomorphismes, de se ramener & une matrice diagonale.

Définition 6.15. On dit qu’une base B = (e;)1<i<n €St orthogonale si
V(i,j), iF#J= ¢lei,e) =0

Cela équivaut a dire que la matrice de ¢ par rapport a une base orthogonale

est diagonale.

Théoreme 6.16. Toute forme bilinéaire symétrique ¢ admet une base orthogonale.

Démonstration. Si ¢ est nulle, toute base est orthogonale. Si ¢ n’est pas nulle, la
proposition 6.12 prouve que la forme quadratique ¢ n’est pas identiquement nulle non
plus, il existe ey tel que g(e1) # 0. Alors la droite engendrée par e; est non isotrope,
et F' = ei est un supplémentaire de vect(e;). On répéte le méme argument avec la
restrictionde ¢ a F. O

Remarque : Ce théoréme permet de montrer que toute matrice symétrique est
congruente a une matrice diagonale. 1l est cependant moins profond que tout
les théorémes qui concerne les endomorphismes. En tout cas, il est obtenu trés
facilement...

6.3.2. Classification, théoreme de Sylvester

On a donc obtenu une base telle que la matrice de ¢ soit diagonale. Remar-
quons qu’alors les termes diagonaux de la matrice de ¢ sont les g(e;). Comme
q(Xe) = A2q(e), on peut aller plus loin dans la réduction, par exemple dans le cas
d’un corps algébriquement clos comme C.

Théoréeme 6.17. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique d’un C-espace vectoriel, ¢
la forme quadratique associée. Il existe une base orthogonale (e;) telle que, si r est le
rang de ¢,

qle;)) =1, pour1 <i<r,  q(e;) =0, pouri >r
Les formes bilinéaires symétriques complexes sont classées par leur rang.

Démonstration. On part du théoréme précédent pour dire que ¢ admet une base
orthogonale (e;). Comme dans C, tout complexe est un carré, on peut remplacer
chacun des e; qui n’est pas isotrope par un vecteur colinéaire e/ tel que ¢(e;) = 1.
Quitte a renuméroter, on obtient la forme indiquée et le nombre des vecteurs de base
pour lesquels g(e;) = 1 est une constante puisque c’est le rang de ¢. Résultat supplé-
mentaire, on a prouvé que toutes les formes bilinéaires symétriques de méme rang sont
équivalentes; il y adonc n+1 classes d’équivalences de formes bilinéaires symétriques,
puisque deux formes de rangs différents ne peuvent étre congruentes. O
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Dans le cas réel, la forme quadratique prend des valeurs positives ou négatives : si
elle ne prend que des valeurs positives sur une base orthogonale, alors elle ne prend
que des valeurs positives (utiliser la matrice). Dans les cas intermédiaires, on peut
classer les formes bilinéaires symétriques sur R par le théoréme suivant :

Théoréme 6.18. Théoréme d’inertie de Sylvester. Pour toute forme bilinéaire sy-
métrique sur un R-espace vectoriel, il existe une base orthogonale (e;) et un entier s
inférieur au rang s de ¢

qle;) =1pourl <i<s
qe;) = —1 pours+1 <i<r
q(e;) =0pouri>r

De plus, les entiers s et p = r— s ne dépendent que de ¢, et non de la base orthogonale
trouvée. Le couple (s,p) s’appelle la signature de la forme bilinéaire symétrique
reelle.

Les formes bilinéaires symétriques réelles sont classées par leur signature.

Démonstration. La premiere partie du théoréme est immédiate. Partant d’une base
orthogonale (e;), comme les g(e;) sont des réels positifs, négatifs ou nuls, on peut les
multiplier par des constantes adéquates.

Il reste & démontrer que la signature ne dépend que de ¢ et non de la base. Supposons
donc que (e;) et (e;) sont deux bases orthogonales telles que

q(e;) =1pourl <i<s, qle;)) =—lpours<i<s+p=r

q(e}) =1pourl <i<s, q(e}) = —1pours’ <i<s +p =r
On a utilisé que le rang est constant. Soit alors F, = vect(ej,...,es) et
G_ = vect(el,,...,e)). Alors ', N G_ = {0} car la restriction de ¢ & F. ne

peut prendre que des valeurs strictement positives pour un vecteur non nul, et pour
G _ que des valeurs négatives ou nulles. On en déduit que ces deux sous-espaces sont
en somme directe, et donc que s + (n — s’) < n, soit s < s’. En échangeant les réles,
s’ < s, dous=s"etp=p (puisques+p=s+p =r). O

La classification des formes bilinéaires symétriques n’est pas toujours aussi simple :
dans le cas de Q en particulier, elle conduit & des problémes d’arithmétique assez fins.

6.3.3. Réduction de Gauss d'une forme quadratique

La méthode de Gauss permet, dans le cas d’une forme bilinéaire symétrique, d’obtenir
de facon automatique (plus précisément algorithmique) une base orthogonale. Elle
n’est que la systématisation de la méthode dite de la «forme canonique» pour les
polynémes du second degré.



158 6 ¢ Algebre bilinéaire

Théoreme 6.19. Réduction de Gauss. Si ¢ est une forme quadratique de rang r sur
un corps K, il existe r formes linéaires indépendantes (¢;) telles que :

g(z) =Y Niti(x)?
=1

ou les \; sont dans K.

Démonstration. Donnons une description de la méthode. Notons (z;) les coordon-
nées d’un vecteur x, on suppose que g(x) est exprimée en fonction des coordonnées,
lesquelles seront éventuellement renumérotées.

* Si un terme de la forme x? apparait avec un coefficient a non nul, on peut supposer
que c’est pour I’indice 1, et on met a en facteur dans tous les termes de ¢(x)
qui contiennent 1 ; on peut alors faire apparaitre le carré d’une premiere forme
linéaire :

2 2

ou ¢ est une forme quadratique qui ne contient pas x; : il suffit de corriger en tenant
compte des termes en o, x3, ...

b c 2
a(x? +bryxzo + crizz+...) =a (xl + —xo+ —x3+ .. ) + ¢(x)

* Si g(x) ne contient aucun terme en z? et si, par exemple, 2o apparait avec un
coefficient a non nul, on met a en facteur dans tous les termes qui contiennent x; et
29 et on écrit :

a(xy +brs+...)(x2 +cxs+...) + () = ali(x)la(x) + (x)
ou 1) est une forme quadratique qui ne contient ni =1, ni xo, et il suffit alors d’écrire :

1
O(2)la(x) = 7 [(i(2) +La(2))? — (b (x) — £2(2))?]
et d’observer que les deux formes linéaires sont indépendantes.

On répete le processus, et toutes les formes ainsi obtenues sont indépendantes, puisque
1) ne contient plus z1. On peut alors se placer dans une base telle que les r premieres
coordonnées soient X1 = ¢1(x),..., X, = £,(x). On posera ensuite X, 1 = z41...
et la matrice de ¢ dans la nouvelle base ainsi définie est diagonale, ses r premiers
coefficients étant non nuls. Le nombre r des formes linéaires est bien égal au rang de
la forme quadratique. OJ

Exercice 6.6. Donner la signature des formes quadratiques suivantes :
Q) qlz,y,2) = 22 +y% + 22 — 2(2y + yz + zx) dans R3.
(2) q(z) = x1290 + 223 + .. . + X271, dANS R™, avec z = (21,22, ..., Tp).

Exercice 6.7. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique dans un R-espace vectoriel.
Montrer que la forme quadratique a un signe constant si, et seulement si, le c6ne
isotrope coincide avec le noyau.
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Exercice 6.8. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un corps K
(de caractéristique différente de 2). On suppose qu’il existe un vecteur isotrope v # 0.
Montrer que, pour tout a € K, il existe un vecteur w tel que g(w) = a.

Exercice 6.9. Montrer que les deux formes quadratiques définies sur Q? par
q1(z1,z0) = 23 4 22, @2 (x1, 20) = 22 + 223
ne sont pas congruentes.

6.4 ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS ET HERMITIENS

6.4.1. Produit scalaire

C’est un aboutissement : la situation qui va nous intéresser est la plus proche de
la géométrie. On suppose que I’espace vectoriel £/ est muni d’une forme bilinéaire
symétrique.

Définition 6.20. Une forme bilinéaire ¢ symétrique telle que, pour tout z,
o(z,z) > 0 estdite positive. Si le cone isotrope est réduita {0}, ¢(z,z) = 0si
et seulement si z est nul et ¢ est définie. Une forme bilinéaire symétrique définie
positive est appelée produit scalaire.

E est appelé espace vectoriel euclidien (on dit préhilbertien réel en dimension
infinie). Notations :

o(z,y) = (@y),  lzl=viz,z)=Vq(z)

||z || est la norme euclidienne du vecteur z.

6.4.2. Inégalité de Cauchy-Schwarz

On peut majorer la valeur du produit scalaire, c’est la célebre inégalité de Cauchy-
Schwarz, qu’on peut d’ailleurs énoncer dans un cadre un peu plus général.

Théoréme 6.21. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit ¢ une forme bilinéaire symé-
trique positive, ¢ la forme quadratique associée

V(z,y) € B, (¢(x,))” < q(x)q(y)
Si ¢ est un produit scalaire, on écrit :
V(r,y) € B, (z,y) < |z x |yl

De plus, dans le cas du produit scalaire, il y a égalité si et seulement si les vecteurs
sont liés.



160 6 ¢ Algebre bilinéaire

Démonstration.

* Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique positive. Alors, pour tout couple (x,y) de
vecteurs et pour tout réel \, ona:

0 < q(z + N\y) = q(z) + 2X¢(z, y) + Nq(y)

Si q(y) = 0, cette inégalité n’est possible pour tout A que si ¢(z,y) = 0. Sinon, ce
polyndme en X ne peut avoir un signe constamment positif que si son discriminant
est négatif. Dans les deux cas, on a donc

d(z,y)* < q(z)q(y)
ce qui donne, dans le cas du produit scalaire, I’inégalité demandé.

* Supposons de plus ¢ définie. Alors en supposant y non nul, ¢(y) # 0 et le polyndme
en A a un discriminant nul ; il a une racine double, Ao, donc g(x + Agy) = 0 ce qui
implique x + Aoy = 0, = et y sont liés. Si y = 0, bien sOr, x et y sont liés, et, par
ailleurs, si x et y sont liés, I’inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.

O

Un produit scalaire est forcément non dégénéré : comme il n’y a pas de vecteur
isotrope, le noyau est réduit au vecteur nul. Et grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
on va montrer qu’une forme bilinéaire positive non dégénérée est un produit scalaire.

Corollaire 6.22. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur le R-espace vectoriel E.
Alors
¢ définie et positive <= ¢ non dégénérée positive

Démonstration. Comme dit ci-dessus, si ¢ est définie, elle est forcément non dégéné-
rée. Si par contre x est dans le c6ne isotrope et y quelconque, I’inégalité de Cauchy-
Schwarz assure que |¢(x, y)| < g(x)q(y) = 0, donc x est orthogonal a y et est dans
le noyau de ¢. O

Une application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz est I’inégalité de Minkowski.

Théoreme 6.23. Inégalité de Minkowski. Si E est un R-espace vectoriel muni d’un
produit scalaire, alors

V(z,y) € B%  lz+yll < =) + |y
etil n’y a égalité que si x et y sont positivement liés.

La derniere assertion signifie qu’il existe \ réel positif tel que y = Az ou que x est
nul.

Démonstration. L’inégalité & démontrer équivauta (z +y,z +y) < (||=]| + ||y|)?,
en développant cela donne 2(z,y) < 2|z ||y|| qui est impliquée par I’inégalité de
Cauchy-Schwarz, puisque pour tout réel a, a < |al|. Pour qu’il y ait égalité, il est
nécessaire que x et y soient liés. En remplacant, on voit que pour avoir égalité dans
I’inégalité de Minkowski, il faut et suffit que x et y soit positivement liés. O
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Application : ces propriétés font que I’application = — ||z|| a bien les propriétés
d’une norme, c’est la norme euclidienne associée au produit scalaire.

6.4.3. Produit scalaire hermitien
a) Sesquilinéarité

Dans le cas ou le corps de base est le corps des complexes, les formes bilinéaires symeé-
triques et les formes quadratiques associées ne sont pas les bonnes généralisations du
produit scalaire : une forme quadratique est a valeurs complexes et ne peut permettre
de définir une norme. La bonne généralisation est celle des formes sesquilinéaires
hermitiennes et des formes hermitiennes associées, ou le carré du module remplace
le carré.

Définition 6.24. Soit £ un C-espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire
hermitienne sur E est une application ¢ de £ x E dans C qui vérifie :

(i) VY(z,y,y) € B3 VA€C, ¢x,y+ M) = ¢(x,y)+A(x,y)

(1) V(x,2',y) € B3, YA€ C, o¢(z+ X' y) = oé(z,y)+ I o(z',y)

(idd) V(z,y) € E?, ¢(y, ) = ¢(z,y)
L’application ¢ définie par q(z) = ¢(x,x) est la forme hermitienne associée

ao.

La seconde propriété s’appelle semilinéarité, d’ou le nom «sesquilinéaire», ce
qui signifie «une fois et demi» linéaire...La troisieme propriété est parfois appelée
symétrie hermitienne.

Nous n’allons pas étudier longuement les formes sesquilinéaires hermitiennes,
leur étude est trés semblable & celle des formes bilinéaires symétriques : on peut par
exemple définir le rang, étudier la notion d’orthogonalité... Il est possible de récupérer
une forme sesquilinéaire hermitienne a partir de la forme hermitienne associée par
une formule de polarisation un peu plus compliquée que dans le cas réel :

Pz, y) = % (q(z +y) — q(x —y) +iq(x — iy) — iq(x + iy))

Donnons également I’écriture matricielle :
Proposition 6.25. Si ¢ est une forme sesquilinéaire hermitienne sur £ rapporté a la
base B = (e;), la matrice de ¢ est la matrice M = (¢(e;,e;)), etona:
¢(z,y) =" XMY
De plus, la matrice M vérifie 'M = M. On dit qu’elle est hermitienne.

La vérification est immédiate. Les matrices vérifiant la propriété du théoreme
sont dite matrices hermitiennes, elles sont faciles a construire et donnent donc des
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exemples de produit scalaire hermitien. On introduira désormais la notation :

‘M = M*
et on dira que cette matrice est I’adjointe de la matrice M. Dans le cas ou M est
a coefficients réels, cela désignera donc la transposée de M, et bien sOr les matrices

symétriques réelles sont des exemples de matrices hermitiennes. Le changement de
base, avec P matrice de passage, conduit a la relation :

M' = P*MP
lorsque M désigne la matrice dans la premiére base, M’ dans la seconde.

b) Espace vectoriel hermitien

Comme dans le cas réel, on va définir des produits scalaires. Mais on commence par
remarquer que

Lemme 6.26. Si ¢ est une forme sesquilinéaire hermitienne, la forme hermitienne
associée prend ses valeurs dans R.

Démonstration. Par symétrie hermitienne, ¢(z) = ¢(x,z) = ¢(x,z) = ¢(x) donc
q(x) est réel. O

On aalors, avec la méme démonstration, un pendant du théoréeme de Sylvester : dans
une base orthogonale, la matrice de ¢ est diagonale avec pour coefficients diagonaux
A1, A2, ..., Ay OU les \; sont réels. Si le nombre des A; positifs est noté s, le nombre
des \; négatifs est noté p et le couple (s, p) est la signature de la forme sesquilinéaire.
Il est indépendant de la base orthogonale choisie.

On peut ensuite définir :

Définition 6.27. Une forme sesquilinéaire hermitienne est positive si la
forme hermitienne associée ne prend que des valeurs positives. Une forme
sesquilinéaire hermitienne est définie si le seul vecteur qui annule g(x) est
le vecteur nul. Un produit scalaire hermitien est une forme sesquilinéaire
hermitienne définie positive. On notera ¢(x,y) = (x,y) puis q(z) = |z|?,
et ||z|| désignera la norme hermitienne du vecteur x.

Un produit scalaire hermitien satisfait I’inégalité de Cauchy-Schwarz, et I’inégalité
de Minkowski, x — ||x|| fait bien de E un C-espace vectoriel normé. Les démons-
trations sont trés semblables; par exemple pour I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on
pose

P(t) = q(z + My) = [APq(y) + Ap(z,y) + Ad(y, x) + q(x) >0

Si ¢(z,y) = 0, I'inégalité est satisfaite. Sinon, on écrit o(z,y) = pe'® (p réel) eton
prend pour X la valeur A = se~% (s réel). Alors :

P(se) = s%q(y) +2sp + q(z) = 0
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pour tout réel s. On regarde alors deux cas. Si ¢(y) = 0, I’expression ne peut étre
toujours positive que si p = 0 donc ¢(z,y) = 0. Si que ¢(y) # 0 le discriminant du
polynéme doit étre négatif. L’ inégalité est démontrée.

Un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire hermitien
s’appelle un espace hermitien. Dans le cas de la dimension infinie, on parle d’espace
prehilbertien complexe, mais nous nous cantonnerons ici a la dimension finie.

6.4.4. Bases orthonormales

Nous traitons maintenant en méme temps le cas des produits scalaires euclidiens ou
hermitiens.

Définition 6.28. On appelle base orthonormale une base orthogonale dont
tous les vecteurs sont unitaires, c’est-a-dire de norme 1.

Il existe « beaucoup » de bases orthonormales.

Proposition 6.29. Tout espace vectoriel euclidien ou hermitien admet des bases
orthonormales. Si (e;) estune telle base etsi X = ‘(x1,...,z,) etY =t(y1,...,yn)
désignent les matrices de coordonnées des vecteurs x et y dans ces bases, on a :

n
(z,y) = XYy = Z ;Y (cas euclidien)
=1

n
(z,y) =X*Y =) Tiy;  (cas hermitien)
=1

De plus, z; = (e;, x)

Démonstration. L’existence d’une base orthogonale est assurée dans le cas général
d’une forme bilinéaire symétrique. Dans le cas euclidien ou hermitien, le rang est égal
a la dimension, la forme quadratique ne prend que des valeurs strictement positives sur
les vecteurs non nuls, ce qui permet d’obtenir une base orthonormale & partir d’une
base orthogonale. Le reste suit, en observant néanmoins que dans le cas hermitien,
(e;,x) et (x, e;) sont conjugués. O

Si B et B’ sont deux bases orthonormales d’une espace vectoriel hermitien, alors
la matrice de passage de B vers B’ est dite unitaire. Dans le cas euclidien, on dit
orthogonale.

Proposition 6.30.

(1) Une matrice 2 de M,,(R) est orthogonale si et seulement si {QQ = I. L’en-
semble des matrices orthogonales est un groupe pour le produit, appelé groupe
orthogonal, et noté O(n, R).

(2) Une matrice U de M,,(C) est unitaire si et seulement si U*U = I. L’ensemble
des matrices unitaires est un groupe pour le produit, appelé groupe unitaire, et
noté U(n,C).
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Exercice 6.10. Généraliser la méthode de Gauss au cas des formes hermitiennes :il
s’agit de prouver que toute forme sesquilinéaire hermitienne peut se décomposer en
une combinaison (a coefficients réels) de carrés de module de formes linéaires indé-
pendantes. On observera que

Uily + by = = (|01 + Lo — |01 — £5)?)

N —

Traiter le cas de :
q(z1,22) = |z1|2 —921Z9 +1Z122 + |z2|2

et de
q(21,22,23) = 2122 + Z122 — 22Z3 — 2223

Exercice 6.11. Dans un espace euclidien ou hermitien, muni d’une base orthonor-
male B = (e;), montrer que
n
x = Z<€i’ xye;

—
Si u est un endomorphisme de matrice (u; ;) dans la base 53, alors

tij = (es, u(e;))

~

6.5 ADJOINT, DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES
AUTOADIJOINTS

6.5.1. Adjoint d’'un endomorphisme

Soit £ un espace vectoriel euclidien ou hermitien. On va définir une sorte de symétrie
entre les endomorphismes de E, liée au produit scalaire.

Théoréme 6.31. Soit E un espace vectoriel euclidien ou hermitien, v € L(E).
« Il existe un et un seul endomorphisme «* vérifiant
V(z,y) € B2 (u(@),y) = (x,u"(y))
* Si u et v sont des endomorphismes et A un scalaire,
(u+v)* =u* +v¥, (Au)* = Au*, 't =, (uov)* =v*ou®.
* Si B est une base orthonormale, alors
Mp(u*) = Mp(u)

On dit alors que u* est I’adjoint de w.
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Démonstration. Pour définir f*, on peut utiliser une base :

(ei,u”(e)) = (ulei), e5) = (ej, ulei))
la premiére égalité montre que les coordonnées des vecteurs u*(e;) sont bien détermi-
nées, la seconde permet de prouver que la matrice de »*, dans la base (e;) est I’adjointe
de la matrice de u (dans la méme base). Ayant ainsi défini «* & I’aide d’une base, on
vérifie qu’il satisfait la définition, grace a la sesquilinéarité (ou la bilinéarité). Les
autres propriétés se démontrent a I’aide de la définition ou grace aux matrices. O

Donnons une propriété importante de I’adjoint d’un endomorphisme f.

Proposition 6.32. Si [’ est un sous-espace vectoriel de F, alors
uw(F) C F=u*(Ft) c Ft

Démonstration. On commence par observer que
V(z,y) € B2, (u*(2),y) = (z,u(y))
puisque ©** = u. Si on prend z dans F* et y dans F':
(u™(z),y) = (z,uly)) =0
car u(y) est dans F, donc u*(x) est dans F'+. O

Cas particulier : si F est u-stable, son orthogonal F'-- est u*-stable.

Parmi les endomorphismes, certains ont la propriété de coincider avec leur adjoint.
On les appelle endomorphismes autoadjoints. Dans le cas réel, on parle plutdt d’en-
domorphismes symeétriques, et signalons que I’on emploie souvent le mot opérateur a
la place d’endomorphisme. Les exemples d’endomorphismes autoadjoints sont faciles
a trouver, puisque le théoréme que nous venons de démontrer permet d’assurer :

Proposition 6.33. f est autoadjoint si et seulement si sa matrice, dans une base
orthonormale est égale a son adjointe. On dit qu’elle est auto-adjointe (hermitienne
dans le cas complexe, symétrique dans le cas réel).

A ce stade de notre étude, on peut observer la situation suivante. Si E est un espace
vectoriel euclidien, une matrice symétrique peut s’interpréter de deux facons :

» Soit comme la matrice d’une forme bilinéaire symétrique, par rapport a une base.

» Soit comme la matrice d’un endomorphisme autoadjoint par rapport & une base
orthonormale.

Et dans le cas hermitien, une matrice hermitienne est soit la matrice d’une forme
sesquilinéaire hermitienne, soit la matrice d’un endomorphisme autoadjoint dans une
base orthonormale. Cette double interprétation peut se décrire sans I’intermédiaire des
matrices, en résumé :
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Proposition 6.34. Soit £ un espace vectoriel euclidien (resp. hermitien). A toute
forme bilinéaire symétrique (resp. sesquilinéaire hermitienne) ¢, on peut associer un
endomorphisme autoadjoint unique « par :

Ve,ye B, ¢(x,y) = (z,u(y))

Réciproguement, cette méme formule permet d’associer une forme bilinéaire (resp.
sesquilinéaire) a un endomorphisme autoadjoint.

On peut alors utiliser ce point de vue pour définir les endomorphismes autoadjoints
positifs ou définis positifs :

Définition 6.35. Un endomorphisme autoadjoint » d’un espace vectoriel
euclidien ou hermitien E est positif (resp. défini positif) si la forme quadratique
x — (x, f(x)) est positive (resp. définie positive). L’ensemble des matrices
de ces endomorphismes, dans une base orthonormale, est noté S, (resp. S+
dans le cas euclidien). Dans le cas complexe, on notera H ' (resp. H; ™).

On dit parfois strictement positif au lieu de défini positif.

6.5.2. Diagonalisation des endomorphismes autoadjoints

Le résultat qui nous intéresse le plus, pas immédiat & démontrer, est énoncé ainsi :

Théoreme 6.36. Théoréme spectral. Soit £ un endomorphisme autoadjoint dans un
espace vectoriel hermitien (resp. euclidien) E. Alors ses valeurs propres sont réelles,
il est diagonalisable, et on peut trouver une base orthonormale de vecteurs propres.

Démonstration. 11y a plusieurs étapes, et nous commencons par le cas hermitien.

* Si A est une valeur propre de u, alors A est réel. En effet, en notant = un vecteur
propre,

(u(z),z) = Mz, z) = (z,u(z)) = Mz, z)
La valeur propre A est égale a son conjugué, donc est réelle.
« D’aprés le théoréme 6.32, si F est u-stable alors F'+ est u-stable puisque u = u*.

* Raisonnons maintenant par récurrence sur la dimension. En dimension 1, la matrice
d’un endomorphisme autoadjoint est un réel, le théoréme est vrai. Supposons le
théoréme vrai pour tout endomorphisme autoadjoint en dimension strictement infé-
rieure a n, et soit » autoadjoint en dimension n. Alors, comme le corps de base est
C, uw admet une valeur propre, qui est donc réelle. Si F' est le sous-espace propre
associé, on peut choisir une base orthonormale dans F'. Comme F' est u-stable, son
orthogonal est aussi u-stable et on peut appliquer I’hypothése de récurrence a la
restriction de w & F'-. (En effet, cette restriction reste autoadjointe). En réunissant
ces deux bases, on obtient une base orthonormale de vecteurs propres.
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« Pour le cas réel, raisonnons matriciellement : une matrice réelle symétrique A est
aussi hermitienne si on la considere comme matrice a coefficients complexes. Il
existe donc une matrice P telle que P~'AP = D ol D est diagonale réelle. Le
probléme est qu’a priori, P est une matrice de passage a coefficients complexes.
Notons P = S + 4T ou S et T sont réelles. 1l est possible qu’aucune de ces deux
matrices ne soit inversible, mais il existe ¢ € R telle que det(.S + ¢7") soit non nul,
puisque ce déterminant est un polyndme en ¢ et que R est infini. On a alors :

P 'AP=D= AP=DP = AS=SD, AT=TD

et donc
A(S+1tT)=(S+tT)D

d’ou le résultat. Ce n’est pas terminé : on dispose d’une base de vecteur propres,
mais nous savons que les sous-espaces propres sont en somme directe. De plus, deux
sous-espaces propres distincts sont orthogonaux ; on peut donc construire une base
orthonormale de vecteurs propres. Remarquons que notre méthode permet aussi
d’énoncer : deux matrices réelles qui sont semblables sur C sont aussi semblables
sur R.

O

Ce théoreme a beaucoup d’applications. Donnons-en quelques unes :

* Si u est autoadjoint, sa signature est (s, p) ou s est le nombre des valeurs propres
strictement positives, p le nombre des valeurs propres strictement négatives.

e En particulier, une matrice symétrique est positive (resp. définie positive) si et
seulement si ses valeurs propres sont positives (resp. strictement positives). Ce
résultat vaut également pour les matrices hermitiennes.

 Si ¢ et ¢ sont deux formes bilinéaires symétriques définies sur F, espace vectoriel
réel. On suppose que ¢ est définie positive. Alors il existe une base orthonormale
pour ¢ qui est orthogonale pour .

Pour le dernier alinéa, il suffit de munir I’espace vectoriel de la structure euclidienne
définie par ¢.

6.5.3. Diagonalisation des endomorphismes normaux

Placons nous maintenant dans le cas hermitien seulement. Nous allons alors généra-
liser le théoreme fondamental du paragraphe précédent. Commencons par définir une
nouvelle catégorie d’endomorphismes.

Définition 6.37. Un endomorphisme est normal lorsqu’il commute avec son
adjoint.

Bien sdr, tout endomorphisme autoadjoint est normal, mais il y a d’autres types
d’endomorphismes normaux.

2. Il est non identiquement nul car non nul en 3.
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Théoreme 6.38. Soit £/ un C espace vectoriel hermitien, alors un endomorphisme est
diagonalisable dans une base orthonormale si et seulement s’il est normal.

Démonstration. Supposons qu’il existe une base orthonormale (e;) formée de vec-
teurs propres pour u. La matrice de u dans cette base est diagonale, celle de u* est
aussi diagonale, et ces deux matrices commutent donc.

Supposons maintenant que w soit normal. On raisonne par récurrence sur la dimension,
le résultat étant immédiat en dimension 1. Puisque nous sommes sur le corps de base
C, il existe une valeur propre \. Soit E le sous-espace propre associé. Si c’est £ tout
entier, u est une homothétie et c’est fini. Sinon, son supplémentaire orthogonal E -+ est
stable par u. En effet, il est stable par «*, par propriéte de I’adjoint (cf. la proposition
6.32), et, comme u* et u commutent, il est stable par u, rappelons I’argument.

uou(x) =u* ou(x) = Au™(x)
pour tout vecteur propre x, donc u*(z) € Ey. Le méme raisonnement montre que u

stabilisant £, son adjoint «* stabilise EAL on peut donc définir les restrictions de u
etde u* a 5. De plus, en considérant les définitions,

% . *
u |pr=(u gy
et donc sur E5- la restriction de u est normale : la récurrence marche. O

Les principaux endomorphismes normaux sont :

* les endomorphismes autoadjoints, u = «*, qui ont des valeurs propres réelles.

« les endomorphismes antihermitiens, «* = —u, qui ont des valeurs propres imagi-
naires pures.

* les endomorphismes unitaires, ! = u*, qui ont des valeurs propres de module 1.

Il est facile de vérifier que ces propriétés sur les valeurs propres les caractérisent
parmi les endomorphismes normaux.

Mise en garde : le théoreme ne subsiste pas dans le cas réel. On le verra dans les
chapitres suivant pour les rotations, par exemple.

Exercice 6.12. Soit £ un espace hermitien. Montrer que tout u € L(E) s’écrit de
fagon unique u = wuq +uo OU w4 est auto-adjoint et uo est « anti » auto-adjoint (c’est-a-
dire u5 = —uy). Montrer qu’alors « est normal si et seulement si u et ug commutent.
Que devient cet exercice en dimension 1?

Exercice 6.13. Soit E un espace hermitien, v un endomorphisme de £ . Montrer que

(1) Sivz € E, (u(z),z) = 0alors u est nul. (Indication : déduire (u(z),y) = 0 en
appliquant I’hypothése & = + y et x + iy). Ce résultat subsiste-t-il dans le cas réel ?

(2) u=1u" <= (u(x),z) € Rpourtoutx € E.
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EXERCICES

Exercice 6.14. Soit £ un espace vectoriel de base B = (eq, ez, ..., e,). Onnote (ef)
la base duale. Si f et g sont deux formes linéaires, on note f ® g la forme définie par :

(f®g)(z,y) = f(z)g(y)

(1) Montrer que f ® g est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ? Quel est son
rang ?

(2) Montrer que les n? formes e} ® e; forment une base de I’espace vectoriel des
formes bilinéaires. Faire le lien avec les matrices et proposer une base pour I’es-
pace vectoriel des formes bilinéaires symétriques.

(3) Si f est une forme linaire et v un vecteur, on note f ® v I’application
(f ®v)(x) = f(x)v, ol v est un vecteur. Montrer que c’est un endomorphisme.
Quel est son rang ? En déduire également une base de L(F) et faire le lien avec
les matrices.

Exercice 6.15. Soit £ = C considéré comme R-espace vectoriel.
(1) Montrer que
(zlw) = R(zw)
définit un produit scalaire euclidien sur E ; et donner un isomorphisme d’espace
vectoriel euclidien entre £ et R? (muni du produit scalaire canonique).
(2) Soit m., défini par :
my(z) = vz
Montrer que m., est lineaire. Chercher I’adjoint de .. Quand m., est-il symé-
trique, orthogonal ?

Exercice 6.16. Soit A une matrice de M,,(C).
(1) On suppose qu’il existe une matrice unitaire U telle que :
A* = AU
Montrer que AU = U A puis que A est une matrice normale.

(2) Réciproquement, on suppose que la matrice A est normale. Montrer qu’il existe
une matrice unitaire U telle que A* = AU. On pourra commencer par traiter le
cas ou A est diagonale.

Exercice 6.17.

(1) Soit A une matrice de M, (R). Montrer que ‘A A est symétrique positive. Quand
est-elle définie positive ?

(2) Soit .S une matrice symétrique positive. Montrer qu’il existe une matrice A telle
que S = 'AA.

(3) Reprendre le méme exercice dans le cas hermitien.
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PROBLEMES
Les corrigés de ces problemes sont disponibles sur le site de Dunod : www.dunod.com.

6.1. PROBLEME

Dans ce probleme, on s’intéresse aux formes bilinéaires antisymétriques. Soit ¢ une
forme bilinéaire antisymétrique définie sur un K-espace vectoriel E, de dimension
finie. On suppose que K est un corps de caractéristique différente de 2.

(1) On suppose que E est de dimension 2. Montrer que, si ¢ n’est pas nulle, il existe
une base (u, v) telle que la matrice de ¢ dans cette base est :

0 1
=(400)
(2) On se place maintenant en dimension finie n. Montrer qu’il existe une base B de
la forme
B = (u1,01,U2,02, ..., Ug, Uk, W1, ..., Wn_2k)
telle que la matrice de ¢ dans cette base soit diagonale par blocs, avec k blocs de
la forme T, le reste de la matrice étant nul.

(3) En déduire que le rang d’une forme bilinéaire antisymétrique est pair. Déterminer
également les classes de congruence d’une forme bilinéaire antisymétrique.

(4) Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique est toujours un carré.

(5) On suppose que A = (a;;) est une matrice antisymétrique quelconque de taille
2n. Montrer que le déterminant de A est le carré d’un polyndme en les a;;, ou on
ne prend que les indices tels que 7 < j. Déterminer ce polyndéme (que I’on appelle
le Pfaffien), lorsquen =1, n = 2etn = 3.

6.2. PROBLEME

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur corps K de caractéristique # 2. Soit
f : E x E — K une forme bilinéaire symétrique et soit ¢ la forme quadratique
associée (q(x) = f(x,x)). On note C(q) I’ensemble des vecteurs tels que ¢(z) = 0.

(1) Un sous-espace vectoriel £’ de FE est dit totalement isotrope si pour tout « de F'
onag(z) = 0. Montrer que F est totalement isotrope si, et seulementsi, F C F'+.

(2) Supposons que F' soit un sous-espace vectoriel totalement isotrope. Soit
r € F+nC(q). Montrer que F + Kz est un sous-espace vectoriel totalement
isotrope.
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(3) On dit que F est un sous-espace totalement isotrope maximal s’il n’existe aucun
sous-espace vectoriel totalement isotrope G tel que F' C G et F' # G. Montrer
que si F' est un sous-espace vectoriel totalement isotrope maximal, alors :

F=FtnC(g)

(4) Soient Fj et F5 sont deux sous-espaces vectoriels totalement isotropes maximaux.
On pose F' = F1 N Fy. Soit S7 un sous-espace vectoriel supplémentaire de F' dans
Fy:

FL=F&5

Soit de méme S5 un supplémentaire de F' dans F5 :
F,=F®5

On se propose de montrer que S; N S5 = {0}. Pour cela, soit :
zo € S1N Sy

(@ Montrer que x¢ € Fi'.
(b) Montrer successivement zg € C(q), xg € F», xg € F.
(c) Conclure en constatant que z¢ € F N S7.

(5) Pour tout sous-espace vectoriel U de F, montrer que :
dimU* > dim E — dim U

(si la forme £ est non dégénérée, on a égalité). A I’aide de la question précédente,
en déduire dim S; = dim S, puis dim F; = dim F5.

(6) D’apres la question précédente, tous les sous-espaces totalement isotropes maxi-
maux ont la méme dimension. Ce nombre s’appelle I’indice de la forme bilinéaire
f (ou de la forme quadratique g).
Soit en particulier £ = R3. Sur E, on définit les six formes quadratiques
suivantes :

© q(z) =]+ a5+ a3

© @z) =] +a3 -3
o q3(z) = 23 + 23

* q(z) =2t — 23

* gs5(z) = ]

* g6(x) =0

Calculer I’indice de ces six formes quadratiques.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 6.1. Si ¢ et ¢ sont des formes bilinéaires symétriques, aloes ¢+ et A¢ sont
encore des formes bilinéaires symétriques. Cela résulte de calculs (ou d’écritures...)
évidents, comme

(p+)x,y+uy) = é(x,y+py') +d(x,y +py)
= ¢(x7y) + ¢($ay) + M(¢($7y/) + ¢($ay/))
= (¢ +¥)(@,y) + p(d+¥)(z,y)

qui prouve que la somme de deux applications linéaires pour leur deuxiéme argument
est elle-méme linéaire pour le second argument.
Lesensembles LS (E) et LA3(E) sont donc des sous-espaces de I’espace des formes
bilinéaires Lo(E). Une forme qui serait a la fois symétrique et antisymétrique vérifie-
rait

V(.iﬂ,y) EEQ? QS(I’,y) :¢(y,$) = —QS(I',y))

et serait identiquement nulle. Par ailleurs, si f est une forme bilinéaire, si on désire
écrire f = s + a ou s est symétrique et a antisymétrique, on trouve que la seule
solution est

s y) = 3@ o)+ f2)  olwy) = 37w y) — f,2)

On peut donc conclure que I'espace vectoriel des formes bilinéaires est somme di-
recte du sous-espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques et du sous-espace
vectoriel des formes bilinéaires antisymétriques. En dimension finie n, I’examen des
matrices montre que les dimensions de ces sous-espaces vectoriels sont respectivement
n(n+1) n(n—1)

I

Solution 6.2. Si ¢ est symétrique ¢(z,y) = ¢(y,x) et s’il est antisymétrique
é(z,y) = —¢(y, x) donc la nullité de I’'un implique celle de I’autre. Supposons donc
que ¢ soit une forme bilinéaire telle que, pour tout couple (z,y)

Alors ¢ — ¢(z,y) et ¢ — ¢(y,z) sont deux formes linéaires qui ont méme
noyau. Il existe donc une constante, a priori dépendant de y telle que, pour tout z,
¢($,y) = )\yﬁb(yax)

On va montrer que A, est en fait indépendant de y. Soient en effet L et M les
applications de E dans E* définies par y — o(-,y) et y — o(y,-) ( voir le
paragraphe 6.1.2.). Alors L et R sont bijectives puisque ¢ est non dégénérée, et
I’égalité ci-dessus prouve :

Yy € E, L' o R(y) = \yy
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On sait qu’en dimension supérieure ou égale & 2, cela implique que L~ o R est une
homothétie, (voir I’exercice 4.1.) donc A, est une constante, indépendante de y.
Mais on peut alors écrire :

gi)(w,y) = )\qﬁ(y,l‘) = )\2¢)(l’,y)

d’ou A = +£1 (en choisissant = et y de sorte que ¢(z, y) ne soit pas nul)

Solution 6.3. Soit D = vect(ae; + bes + ces). Alors un vecteur de coordonnées x1,
x2, x3 est orthogonal a D si et seulement si : axy + bxs — cxg = 0. L’orthogonal de
D est donc un plan P (car a, b et ¢ ne sont pas tous nuls.) Une droite est isotrope si
son intersection avec son orthogonal n’est pas réduite a {0}, donc si elle est incluse
dans ce plan, donc si a®? + b?> — ¢ = 0. Ce vecteur est alors isotrope, la droite
est totalement isotrope. 1l y a une infinité de solutions qui, géométriquement, sont
les génératrices du cone défini par I’équation précédente. L’orthogonal du plan P
d’équation uzq + vy, +wz; = 0 est la droite vect(ue; + ves — wes). 1l est isotrope si
cette droite est une génératrice du cone. En géométrie, on peut démontrer que le plan
est alors tangent au cone.

Solution 6.4. Soit ¢ antisymétrique. Sa matrice A est antisymétrique, ‘A = —A.
Donc

det(A) = det(*A) = (=1)"det A
ou n est la dimension de I’espace vectoriel. Si n est impair, on en déduit que det A
est nul, le noyau de A qui est aussi le noyau de la forme bilinéaire n’est pas réduit au
vecteur nul.

Solution 6.5. Pour trouver un contre-exemple, il faut une forme bilinéaire symétrique
dégénérée. Plagons-nous sur R?, et prenons la forme bilinéaire définie par :

(71, 22), (y1,92)) = 2151
Si F et G sont deux droites distinctes, différentes du noyau K = vect((0,1)). Alors
Ft =G+ = Ket (FNG)*t =R2 Linclusion est stricte.
D est une droite isotrope si D N D+ # {0}. Comme D est de dimension un, cette
intersection est D elle-méme, donc D C D et D est totalement isotrope. Pour dire
la méme chose de fagon différente, en dimension 1, une forme bilinéaire dégénérée est
forcément nulle.
Pour trouver un exemple de sous-espace isotrope sans étre totalement isotrope, il faut
au moins prendre un plan. Dans I’exercice 6.3, on a bien un plan (tangent au céne) qui
est isotrope sans étre totalement isotrope.
Si un sous-espace F' est isotrope, il contient un vecteur non nul qui est a la fois dans
F etdans F- : ce vecteur est orthogonal a lui-méme, il est isotrope. Si un sous-espace
contient un vecteur isotrope, il n’est pas forcément isotrope. Prendre I’exemple de £
tout entier, lorsque la forme bilinéaire admet des vecteurs isotropes (céne isotrope non
nul) mais est non dégénérée (noyau réduit a {0}).
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Solution 6.6. Pour le premier exemple, la méthode de Gauss conduit a :
Q(l‘)y)z) = (I‘ - Y- 2)2 =+ (y - 22)2 - 322

et la signature est (2, 1).
On considere ensuite

q(z1,22,23) = z1T2 + X223 + X371

= (.751 + $3)(.752 + $3) — x%

1 1
= Z(xl + 29 + 2x3)2 — Z(xl — x2)2 — x%

le signature est (1,2), puis
q(x1, 9, w3, 04) = T1X9 + T2T3 + T3T4 + T4x1
(1 + x3) (T2 + T4) — 324 + 324
= i(ml + 22 + 23+ $4)2 — i(l‘l — X9+ X3 — $4)2
la signature est (1, 1). Le lecteur poursuivra.

Solution 6.7. Si ¢ est de signe constant, on peut suivre la démonstration de I’inégalité
de Cauchy-Schwarz, énoncée dans le cas positif. On a donc ¢(z, y)? < q(z)q(y) pour
tout (z,y) et donc si z est dans le cone isotrope, il est dans le noyau. Comme I’autre
inclusion est automatique, le céne isotrope est égal au noyau.

Si maintenant le cone isotrope est égal au noyau, supposons que ¢(z) < 0 et g(y) > 0,
et x et y sont nécessairement indépendant (puisque ¢(ax) = a?q(x). Alors g(z + \y)
est un polynéme du second degré en A qui a deux racines distinctes, il existe dans le
plan engendré par x et y deux vecteurs indépendants isotropes. Mais alors ces deux
vecteurs sont dans le noyau, la restriction de la forme a ce plan est nulle, ce qui est
absurde vu le choix de x et y.

Solution 6.8. Si ¢ est non dégénérée et admet un vecteur v isotrope, la dimension
est au moins égale a 2. Soit v’ un vecteur indépendant de v et non orthogonal a v
(il en existe car ¢ n’est pas dégénérée). Si A € K, on pose w = v’ + Av. Alors
q(w) = q(v") + 2X¢ (v, v) et il existe A tel que g(w) = «. On a montré que ¢ est
surjective, méme en se restreignant au plan vect(v, v’). En particulier, il existe une
seconde droite de vecteurs isotropes dans ce plan.

Solution 6.9. Le corps de base est celui des rationnels, montrons que les deux formes
ne sont pas congruentes. Si elles I’étaient, leurs matrices seraient congruentes et il

0 2
En particulier, det(P)? = 2, ce qui est impossible puisque det P est un rationnel.

existerait une matrice de passage P a coefficients rationnels tels que PP = <1 0> .
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Solution 6.10. On part des termes en zq :
q(z1,22) = (21 —i22)(Z1 +iZ2)
= Ly
la forme est de rang 1 et de signature (1,0). Traitons le cas suivant :
q(z1,20,23) = 22(Z1 —23) +Z2(21 — 23)
= i(|21+Z2—23|2—|—21+Z2—23|2)

La forme est de signature (1,1).

Solution 6.11. Sionpose z = Y " | x;e;, alors
n
(e, ) =) wilej,ei) =
i=1

d’ou le résultat. On a tenu compte de la linéarité a droiteetonadoncz = >, (e;, x)e;.
Attention, dans le cas hermitien, il faut tenir compte de I’ordre. Soit maintenant « un
endomorphisme. Si (u; ;) est sa matrice dans une base orthonormale,

n

ules) = wijei = (eiulej))e;
=1

=1
et donc la matrice de u est la matrice ({e;, u(e;))).

Solution 6.12. On cherche u; et uy tels que u = u; + ug, uj = u; et uy = —us.
Necessairement, u* = u} + u5 = u; — ug et donc
1 1
ulzi(u—i-u*) et qui(u—u*)

Réciproquement, ces deux endomorphismes vérifient les conditions de départ. On ne
peut parler de somme directe, car I’ensemble des endomorphismes auto-adjoints n’est
pas un C-espace vectoriel. Par ailleurs,

wou —u*ou = (ug +ug)o ((ug —ug) — (ug —ug) o (ug +ug) = 2(ugou; —ugouy)
d’ou la seconde affirmation.

En dimension 1, bien sdr, on retrouve la décomposition d’un complexe en un réel et
en imaginaire pur.

Solution 6.13.

(1) Ona (u(x +y),x + y) = 0 pour tout x, y, donc

(u(@), 2)+{uly), @)+ (@), )+ (uly),y) =0 d'ol (u(y), 2)+(u(z),y) =0
De méme, on a (u(x + iy), x + iy) =0
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On en déduit que, pour tout (z,y), (u(x),y) = 0, et donc, puisque qu’un produit
scalaire est non dégénéré, Vo € E, u(x) = 0, u est I’endomorphisme nul.
Le résultat n’est pas vrai dans le cas euclidien : prendre pour u I’endomorphisme
dont la matrice dans une base orthonormale est <(1] _01> Le lecteur géométre
reconnait la matrice d’une rotation d’angle droit.
(2) D’apres les définition
(u(z),z) = (z,u"(2)) = (u*(z),z)
et donc (u(x),x) € R équivaut a
(u(@), ) = (" (2),7) <= ((u—u’)(z),z)=0

et ce sera vrai pour tout x si et seulement si u est autoadjoint.

Solution 6.14.
(1) Ona
(f@g)(x+ X' y) = (f(x) + Af(2)g(y) = f @ g(z,y) + A @ g(z,y)

les autres Vérifications sont immédiates. Ce sera une forme symétrique lorsque,
pour tout (z,y), f(x)g(y) = f(y)g(x). Si I’'une ou I"autre des forme est nulle,
le composé est nul donc symétrique. Comme f et g ne sont pas nul, il existe un
yo tel que ni g(yo), ni f(yo) ne sont nuls, et donc f(x) = %g(m), les deux
formes sont nécessairement proportionnelles. Et si g = kf ou & est un scalaire,
f®g(z,y) = kf(x)f(y) est symétrique. Pour terminer, le rang est 1, lorsque ni

f ni g n’est nul. En effet,
{re E|Vye E, f(r)g9(y) =0} = Ker f
est un hyperplan
(2) Si = apour coordonnées (z;), y a pour coordonnées (y; ), alors
(e; @ €f)(x,y) = ziy;.
Et donc pour toute forme bilinéaire ¢

¢($7y) = qu(ezvej)(e;k ® 6;)(:U,y) = TiY;
1,J

les coordonnées de ¢ dans cette base sont les ¢(e;, e;), donc sont les coefficients
de la matrice de ¢. Si on est en caractéristique différente de 2, une base de I’espace
vectoriel des formes bilinéaires symétrigues sera formée des 3 (e} ® e;tej@er).

(3) Les vérifications sont similaires. On obtient alors une base de £(E) en considérant
les endomorphismes de la forme e} ® e; définis par :

(e ®ej)(x) = wie;
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Les coordonnées d’un endomorphisme dans cette base sont les coefficients de sa
matrice.

Cet exercice est le point de départ d’une étude unifiée des applications linéaires,
bilinéaires, multilinéaires, au moyen de ce qu’on appelle le produit tensoriel.

Solution 6.15.

(1) La bilinéarité est facile a prouver par la définition, ou bien en écrivant
(z,w) = 211+ z9w9 OU z = 21 129 €t w = w1 + twsy. C’est un produit scalaire
pour lequel (1,%) est une base orthonormale. L’isomorphisme est naturellement
z — (21, 29).

(2) Il's’agit de R-linéarité : m~ (2 4+ Az") = v(2+A2") = vz + A2/, avec A réel. Il est
noté qu’ici il y a également C-linéarité. Cherchons I’adjoint de m.,. Par définition,

(my(2),2) = (z,m} () <= R(TZY) = REm(2)))
On en déduit

m2(z) =7z et mil=my

Et donc m., est symétrique si et seulement si v = 7, donc si +y est réel. De méme,
il est orthogonal lorsque 7 = ~~! donc si  est de module 1.

Solution 6.16.

(1) Puisque A* = AU, on en déduit A** = U*A* soit A = U~'AU et donc
UA = AU. On a alors AA* = AAU = AUA = A*A, A est une matrice
normale.

(2) Commengons par observer que si A = |\|e? alors X = \e~2¥*. Supposons donc
que D = diag(\), alors

D = dlag(xk) = diag()\k)diag(e_%@’c) = DU1

ou U; est unitaire (on a évidemment U} = Ul‘l).

Soit maintenant A une matrice normale. Elle est diagonalisable dans une base
orthonormale, et il existe donc V" unitaire telle que D = V* AV, avec D diagonale.
On en déduit D* = V*AVU* et donc A* = A(VUV™), la proposition est
démontrée.

Solution 6.17.

(1) Y(tAA) = A" A = 'AA, la matrice est donc symétrique. Si X est la matrice
colonne des coordonnées d’un vecteur z, la forme quadratique définie par tAA
est:

q(z) ="X'AAX ="(AX)AX =) ¢}
%
si on note (y;) les coefficients de la matrice colonne AX. La forme quadratique ¢
est donc positive, et si A est inversible elle est définie positive.
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(2) Montrons qu’il y a une solution avec A symétrique. On utilise que S est semblable
a une matrice diagonale D, avec une matrice de passage O qui est orthogonale. On
a alors
D='050 < S=0D'O
Puisque S est positive, les valeurs propres de S sont positives et les éléments
diagonaux de D sont positifs ou nuls. Il existe une matrice diagonale A telle que
A2 = D. Alors,

si A= O0A'O alors tA=0A'O=A et tAA = DA%tO =S

Si S est définie positive, on obtient le méme résultat en disant que la forme bili-
néaire associée admet une base orthonormale et donc que .S est congruente a la
matrice 1.

(3) Le cas hermitien se traite de fagon symétrique...
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Chapitre 7

Groupes classiques

7.1 LES GROUPES LINEAIRES ET SPECIAL LINEAIRES

Quand on étudie un groupe, il est trés utile de connaitre des générateurs qui soient
le plus simple possible. Ainsi, les transpositions sont les générateurs privilégiés du
groupe symétrique. Pour I’étude du groupe alterné, on utilise les 3-cycles. Une idée qui
va nous guider : les transpositions sont, parmi les permutations différentes de I’identité,
celles qui ont le plus de points fixes.

7.1.1. Les dilatations et les transvections

Soit £/ un K -espace vectoriel de dimension finie n, et H un hyperplan. On s’intéresse
aux endomorphismes de E qui fixent tous les éléments de H ; il y en a de deux sortes,
comme le précise le théoréme suivant.

Théoréeme 7.1. H est un hyperplan d’un K-espace vectoriel, et . un endomorphisme
différent de I’identité qui fixe les vecteurs de H. Alors

« soit u est diagonalisable, de valeurs propres 1 et A £ 1, on dit que u est une
dilatation de rapport \.

« soit u est non diagonalisable et admet 1 pour seule valeur propre ; on dit que f est
une transvection.
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Démonstration. 1l suffit d’observer que, puisque H est formé de vecteurs invariants,
le sous-espace propre E; est au moins de dimension n — 1 et (X — 1)"~! est facteur
du polyndme caractéristique. On a donc

Xu(X) = (=D)™"(X = 1)"THX = N)

Alors, si A n’est pas égal a 1, il existe une droite propre E' et u est diagonalisable avec
E=H®®FE),.Si)\estégal aletsi Eq4 = F, uestI’identité (donc diagonalisable). Il
reste lecasou A = 1 et £y = H, u est non diagonalisable. O

On peut étre plus précis, et caractériser géométriquement les dilatations et les trans-
vections. On en profite pour donner une forme canonique a la matrice de ces transfor-
mations.

* Si u est une dilatation autre que I’identité, on note (eq, ..., e,—1) une base de H et
en UN vecteur propre associé a la valeur propre A. On dit alors que u est la dilatation
d’hyperplan H, de direction vect(e,,) et de rapport A. Dans la base (eq, 2, ..., e,),
sa matrice prend la forme bloc :

In.1 0

0 : A
ou I,_; est la matrice de I’identité dans un espace vectoriel de dimension n — 1.

* Si u est une transvection, H = F; est de dimension n — 1 donc Im(u — id) est de
dimension un, par le théoréme du rang. Notons a un vecteur de base de Im(u — id).
Alors a = u(b) — bou b n’est pas dans H (sinon a serait nul) et

u(a) = u(u(b)) — u(b) = (u — id)(u(b)) € Im(u — id)

Comme Im(u — id) est de dimension un, il existe un scalaire A tel que u(a) = \a.
Mais nécessairement A = 1, car 1 est la seule valeur propre de u. En conclusion, a
est dans H, I’image Im(u — id) est incluse dans Ker(u — id). Prenons a = e, 1,
b = e, et (el,...,e,—2), de sorte que (e1,...,e,—1) SOit une base de H. La
matrice de u dans cette base prend la forme :

Ino @ O
11

0 0 1

Toute les formes linéaires dont le noyau est H sont proportionnelles, on en choisit
une, ¢, celle pour laquelle ¢(b) = 1. Alors, tout vecteur = de E se décompose dans
la somme directe H @ vect(b), par = x1 + kb. Comme ¢(x) = ¢(x1) + ko(b),
onak = ¢(x) etz =x1 + ¢(x)b. Etdonc:

u(z) = u(@1) + ¢(x)u(b) = 1 + ¢(x)(a + b) = z + ¢(z)a
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Réciproquement, si ¢ est une forme linéaire nulle pour le vecteur a non nul, la
transformation définie par

Ta(2) = 2 + ¢(z)a

est une transvection d’hyperplan le noyau H de ¢. Il n’y a pas unicité de cette
écriture, mais

1
(T¢,a:’7'w,a’) < (Hk‘EK*, w:k¢eta/:Ea>

7.1.2. Le groupe spécial linéaire

On appelle groupe spécial linéaire le sous-groupe de GL(FE) formé des endomor-
phismes de déterminant 1. Plus précisément

Proposition 7.2. L’ensemble des automorphismes de E de déterminant 1 est un sous-
groupe distingué de GL(E) noté SL(E). Le quotient est isomorphe & (K *, x).

GL(E)/SL(E) ~ K*

Démonstration. 1l suffit en effet d’appliquer le théoreme d’isomorphisme au mor-
phisme « déterminant», qui est surjectif (prendre une matrice diagonale avec tous les
coefficients diagonaux égaux a 1, sauf un). Et le noyau est le groupe spécial linéaire.

O

Arrivons maintenant au théoréme principal.

Théoreme 7.3. Le groupe spécial linéaire est engendré par les transvections, le
groupe linéaire est engendré par les transvections et les dilatations.

Démonstration. Commencons par donner deux propriétés géométriques des trans-
vections :

« Etant donnés deux vecteurs distincts non nuls u et v, il existe une transvection, ou
un produit de deux transvections qui transforment u en v. En effet, si v et v sont in-
dépendants, il suffit de prendre une transvection définie par 7(x) = x+ ¢(z) (v —u)
ou ¢ est une forme linéaire nulle pour v — w et valant 1 pour . On a alors en effet

T(u) =u+ (v—u)=v

Si u et v sont dépendants et distincts, il ne peut y avoir une seule transvection (car
I’image de u serait v colinéaire & w et distinct de u, or une transvection n’a pas de
valeur propre différente de 1). On choisit alors un troisiéme vecteur w indépendant
des deux premiers, et on compose deux transvections, transformant « en w puis w
env.

« Etant donnés u non nul et H, H' deux hyperplans distincts ne contenant pas u, il
existe une transvection qui fixe u et qui transforme H en H'. En effet, les deux hy-
perplans ont pour intersection un sous-espace F' de dimension n — 2 ; une transvec-
tion d’hyperplan H” = F @& Ku va fixer le vecteur w. Soit maintenanty € H' \ F.
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On peut décomposer y en = + z ou x est dans H et z dans H” (puisque la somme
H + H" est I’espace tout entier). Comme précédemment, il existe donc une trans-
vection d’hyperplan H” qui transforme = en y : on prend 7(z) = = + ¢(x)z, oU ¢
est une forme linéaire nulle sur H” etvalant 1 enz. Comme H = (HNH") & Kx
et H = (H' N H") @ Ky cette transvection transforme H en H'.

Venons en a la démonstration du théoréme. Soit f un élément du groupe linéaire

et B = (e1,...,en). Si f(e1) # e1, il existe une transvection ¢ (ou deux trans-
vections ¢ et ¢’ tellesque ¢ = to f (oug = t ot o f) fixe le vecteur e;. Si
H = g(vect(eg, es, ..., e,))estdistinctde H = vect(es, es,...,e,), il existe une

transvection 7 qui fixe e; et qui envoie H sur H'*. Etdonc h = 7o laisse e; fixe et
stabilise H’. On continue le processus avec la restriction de h a H', les transvections
de H' se prolongent a des transvections de E qui laissent fixe le vecteur e;. On
arrivera en définitive a une application dont la matrice dans la base B est de la
forme diag(1,1,...,1, ). Comme les transvections ont pour déterminant 1, A est
le déterminant de f. Conclusion : cette matrice est celle de I’identité si on est dans
SL(n, K), ou la matrice d’une dilatation sinon. Comme I’application réciproque
d’une transvection est une transvection, on a bien démontré le théoreme.

g

Cette démonstration « géométrique » peut aussi étre faite matriciellement : la pre-
miére étape décrite peut s’interpréter ainsi : si M est une matrice inversible, on peut
la multiplier par des matrices de transvections pour obtenir une matrice N de sorte
que I’élément n11 soit égal a 1, tous les autres de la premiére ligne et de la premiéere
colonne étant nuls. On peut également n’utiliser que des matrices de transvection de
la forme I + AE;;, et on aboutit donc au méme resultat par une méthode de pivot.
Donnons maintenant quelques propriétés supplémentaires des transvections.

Proposition 7.4. Le conjugué d’une transvection de £ par un automorphisme de F
est une transvection, et toutes les transvections sont conjuguées.

Démonstration. Soit 7, , la transvection d’hyperplan H = Ker ¢ et de vecteur
a € H. Alors, si g est un automorphisme de F,

goTpacg (@) =g (97 (@) + dlg7 (x))a) =z + po g (x)g(a) = Ty 4(a) (x)

oli i = ¢ o g~!, ce qui définit une transvection de plan g(H) et de vecteur g(a),
puisque Ker(¢og~!) = g(Ker ¢) comme on le vérifie aisément. On déduit également
de ce calcul que deux transvections sont toujours conjuguées dans GL(E), puisque,
sion se donne H et H' d’équations respectives ¢ et 1), a dans H et b dans H’, on peut
construire g de sorte que g(a) = bet g(H) = H', en complétant a et b en une base de
H (resp. de H'), et en complétant la base de H (resp. de H’) par un vecteur e,, tel que
B(en) = 1 (resp. €, tel que 1 (e!,) = 1) en une base de E. On auraalors ¢po gt = 1),
puisque ces applications coincident pour les vecteurs de H et pour e,,. O

1. e1 = g(e1) N’est pas dans H car le rang de g est n.
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Une petite application (déja obtenue dans I’exercice 4.1) :

Proposition 7.5. Le centre de GL(FE) est formé des homothéties.

Démonstration. Si g est dans le centre de GL(FE), g doit commuter a toutes les
transvections, d’apres le calcul précédent, on doit avoir g(a) colinéaire a a pour tout a,
ce qui impose que g est une homothétie. Réciproquement, toute homothétie commute
aux éléments de GL(E). O

Mais la seconde partie du théoréme est plus intéressante : on en déduit que si un
sous-groupe distingué de GL( E) contient une transvection, il les contient toutes, donc
il contient tout le groupe spécial linéaire.

Exercice 7.1. Montrer que I’ensemble des transvections ayant un hyperplan donné
H (auxquelles on joint I’identité) est un groupe G pour la composition, isomorphe au
groupe (H,+). Montrer que la réunion de ce groupe avec I’ensemble des dilatations
ayant le méme hyperplan H est encore un groupe G’, et montrer que G est distingué
dans G’.

Exercice 7.2. Soit K = F, un corps fini ayant ¢ éléments. Déterminer le nombre
d’éléments de GL(n, K), de SL(n, K) : on remarquera qu’il suffit, pour se donner
un élément de GL(FE), de se donner I"image d’une base. Montrer que le groupe
SL(n,F9) estisomorphe a Ss.

7.2 LE GROUPE ORTHOGONAL

7.2.1. Généralités

Soit £ un espace vectoriel euclidien, de dimension n. L’objectif de ce paragraphe
est d’étudier le groupe orthogonal O(E) des automorphismes de £ qui conservent le
produit scalaire. On peut commencer par rappeler

Théoréme 7.6. Un élément f de GL(FE) est une transformation orthogonale (ou
une isométrie) si et seulement si I’une des conditions suivantes est réalisée :

s Y(z,y) € E?, (f(x), f(y)) = (x,y)  (c’estla définition.)
s veek,  |f@)] =l
* L’image d’une base orthonormale est une base orthonormale.

L’ensemble des transformations orthogonales de £ est un sous-groupe de GL(E). On
le note O(E), c’est le groupe orthogonal de E.
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Démonstration. Si f conserve le produit scalaire, f conserve la norme. Réciproque-
ment, la relation de polarisation montre qu’une application linéaire qui conserve la
norme conserve le produit scalaire :

(f(x), f(y)) = (Ilf( )+ fWIP = 11£ (@) = fW)IP)
(If @ +m)I* = I f(z = )?)

(lz +ylI* = llz — yl*)
,9)

Par ailleurs, si f conserve norme et produit scalaire, alors f transforme toute base
orthonormale en une base orthonormale. Réciproquement, si (e;) est une base ortho-
normale et si f est une application linéaire telle que (f(e;)) soit aussi orthonormale,

alors pour tout = de £ :
2 2
(Z -rzez) = szf(ez) =

De plus, on a immédiatement, pour f et g dans O(E)

If og@)ll = llg@)l =llzll et [F7 @) =f o f @) = ||z

2
1
2
1
2
(x

1 @))1* = '

> ai =)
%

g

Si B est une base orthonormale, la matrice O d’une transformation orthogonale est...
orthogonale, ¢’est-a-dire qu’elle vérifie ‘OO = I. En particulier,

det('00) = det('0) det(0O) = det(0)* = 1

Donc le déterminant d’une transformation orthogonale est +1.

Définition 7.7. L’ensemble des transformations orthogonales de déterminant
+1 est un sous-groupe distingué de O(E) ; c’est le groupe spécial orthogonal,
noté SO(FE). Ses éléments sont aussi appelées transformations orthogonales
directes. [note : les autres transformations orthogonales sont dites indirectes]

La démonstration est analogue celle vue pour le groupe spécial linéaire : le groupe
spécial orthogonal est le noyau du morphisme déterminant, restreint au groupe or-
thogonal. Remarquons que le groupe spécial orthogonal contient au moins I’identité.
Nous verrons dans un paragraphe suivant que O(FE)\SO(F) = O~ (FE) estnon vide :
le groupe spécial orthogonal est donc d’indice 2.

Terminons ce paragraphe par I’exemple immédiat de la dimension 1 : le groupe
orthogonal ne contient que +id g, la seule transformation directe est id 5.
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7.2.2. Images de sous-espaces

Parmi les propriétés des transformations orthogonales, I’une est particulierement utile,
car elle permet souvent de décrire une transformation en se restreignant a des sous-
espaces.

Proposition 7.8. Soit f une transformation orthogonale de E. Alors, si F est stable
par f, son supplémentaire orthogonal F'-- est aussi stable par .

Démonstration.
Va € F,Vy € F™, (f(y), f(z)) = (z,y) =0

et, par hypothése f(x) parcourt F' = f(F), donc I'image de ' est incluse dans F'-,
il y a égalité puisque f est bijective. On peut aussi se rappeler des résultats concernant
I’adjoint d’un endomorphisme. O

Parmi les sous-espaces stables d’un endomorphisme, il y a les sous-espaces propres.
Pour une transformation orthogonale f, les seules valeurs propres possibles sont 1 et
—1, puisque || f(x)|| = ||=||. On a alors :

Proposition 7.9. Si f est une transformation orthogonale,
Ker(f —id) @ Im(f —id) = F
et cette somme est orthogonale.

Démonstration. Soit z € Ker(f —id) ety € Im(f — id). Il existe z € E tel que
y=f(z) —zet:

(z,y) = (2, f(2) — 2) = {f(2), f(2)) — {x,2) = (x,2) = (z,2) = 0
Les sous-espaces sont donc orthogonaux, le théoréme du rang permet d’affirmer qu’ils
sont supplémentaires orthogonaux. O

7.2.3. Les réflexions

Comme dans tout groupe, il est intéressant d’étudier les éléments dont I’ordre est
petit ; on sait déja que les éléments d’ordre deux du groupe linéaire sont les symétries
vectorielles. Dans le cas euclidien, on peut dire :

Proposition 7.10.

* Un automorphisme involutif s de E est une transformation orthogonale si et seule-
ment si c’est une symétrie par rapport a un sous-espace vectoriel F', suivant son
orthogonal F-. Dans le cas ol F est un hyperplan, on dit que s est une réflexion,
dans le cas ou F' est de codimension 2, on dit que s est un retournement.

» Les symétries sont dans le groupe spécial orthogonal lorsque la codimension de £
est paire. En particulier, les réflexions sont toujours dans O ~ (E)), les retournements
dans SO(F)
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Démonstration. On se donne £ = F ¢ F’, s est la symétrie par rapport a £ suivant
F'. Alors, si x = x1 + xo est I’écriture d’un vecteur = quelconque dans cette somme
directe,

Is@)II* = llzl® = llzr — @2lf* — 21 + z2||* = —4(z1, 22)

et s sera une transformation orthogonale si et seulement si tout vecteur de F' est
orthogonal a tout vecteur de F”. Enfin, I’écriture dans une base de diagonalisation
(que I’on peut prendre d’ailleurs orthonormale), prouve que le déterminant de s est
(_1)dim FJ-I 0

Muni de ce vocabulaire, on peut donner maintenant des générateurs du groupe
orthogonal et du groupe spécial orthogonal.

Théoréme 7.11. Le groupe O(FE) est engendré par les réflexions, et toute isométrie
peut s’écrire comme composeée de k réflexions ou £ = n — dim(Ker(f — idg)).
Le groupe SO(FE) est engendré par les retournements, quand la dimension de E est
supérieure ou égale a trois.

Démonstration. Commencons par noter I’analogie avec le groupe S,, qui est engendré
par les transpositions, tandis que le groupe .A,, est engendré par les 3-cycles (n > 3).
Cas du groupe orthogonal. On procéde par récurrence sur la dimension, le résultat
étant immédiat en dimension 1 puisque la seule réflexion est s = —id et s 0 s = id.
Supposons le théoréme vrai pour la dimension n et soit f une transformation orthogo-
nale de £ de dimension n + 1.

* Si f admet un vecteur invariant non nul z, I’hyperplan H = {x}~ est stable par
f, et la restriction f’ de f a cet hyperplan est composée de k réflexions s;. On
peut prolonger ces réflexions de I’hyperplan H en des réflexions o ; de I’espace tout
entier, il suffit de poser o;(z) = x et Tily = Si- Ainsi f est composé de & réflexions.
De plus,

k=n—dimKer(f' —idg)) = (n+1)— (dim(Ker(f —idy))+1)
(n+1) — dim(Ker(f —idg))
puisque Ker(f —idg) = Ker(f' — idy) & vect(z)

e Si f n’admet aucun vecteur invariant non nul, soit x quelconque non nul et
y = f(zx). Alors il existe une réflexion s telle que s(y) = z; il suffit de prendre
la réflexion d’hyperplan {y — z}* : en effet, cet hyperplan contient alors = + y
puisque :

(—y,x+y)=(x— fla),z+ f(z)) = (z,2) — (f(2), f(z)) =0
d’ou

v = (a4 y)+ (e —y)doncsa) = La+9) — S(x 1) =y

On considére alors la transformation orthogonale ¢ = s o f. Elle admet z comme
vecteur invariant, donc est composée de réflexions. De plus, Ker(g — idg) est de
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dimension 1, car si g admettait au moins un plan de vecteurs invariants, il y aurait
un vecteur invariant non nul dans I’hyperplan de s, et ce vecteur serait invariant par g
et par s donc par f. En utilisant la premiére partie de la démonstration, g est composé
de n réflexions, donc f = s o g est composé de n + 1 réflexions.

Cas du groupe spécial orthogonal. Tout élément de SO(FE) est composé d’un
nombre pair de réflexions. Nous allons montrer que le composé de deux réflexions
distinctes est égal au composé de deux retournements. En dimension 3, si sy est
la réflexion de plan H, alors —sp est le retournement d’axe H= : en effet, le role
des valeurs propres 1 et —1 est échangé. On adonc sy o sy = (—smg) © (—Su’)
et le résultat est démontré. En dimension supérieure, on se ramene a ce cas : Si
H = {x}+ et H = {y}* sont deux hyperplans distincts, et z un vecteur non nul
de leur intersection, alors L = vect(x,y,z) est un sous-espace de dimension 3,
stable par les réflexions. Le composé de ces restrictions est égal au composé des deux
retournements d’axes vect(x) et vect(y). En prolongeant ses retournements par id de
L+, on obtient deux retournements de I’espace tout entier, dont le composé est égal
au composé des réflexions.

Bien entendu, le résultat est faux en dimension deux (il n’y a qu’un seul retournement,
—id, qui n’engendre pas le groupe spécial orthogonal). O

Exercice 7.3. Soit F un espace vectoriel euclidien et » un vecteur non nul. Démontrer
que I"application s définie par

(u, )

{u, u)

est la réflexion d’hyperplan {u}~. Application : en dimension 3, écrire la forme géné-
rale de la matrice d’une réflexion, en base orthonormale.

Ve e B s(z) =o—2

Exercice 7.4. Soit £ = R muni de sa structure euclidienne canonigue. Trouver une
application v de F dans E qui conserve la norme mais qui n’est pas une transformation
orthogonale.

7.3 LA DIMENSION DEUX

7.3.1. Rotations et réflexions planes

On a vu que le groupe orthogonal d’une droite euclidienne est simplissime puisqu’il
se réduit a +idg. Le groupe orthogonal d’un plan vectoriel euclidien est plus riche,
mais on peut le décrire explicitement assez facilement.

Théoréme 7.12. Si E est de dimension 2, le groupe SO(FE) est commutatif. Ses élé-
ments sont appelés rotations. L’ensemble des transformations orthogonales indirectes
est formé de toutes les réflexions.
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Démonstration. Le théoréeme général prouve que, puisque la dimension est deux,
toute transformation orthogonale est composée de une ou de deux réflexions. Le com-
posé de deux réflexions est forcément un élément du groupe spécial orthogonal, d’ou
la seconde affirmation du théoréeme. Soit maintenant » € SO(E), et s une réflexion.
Alors, soros =r~1 Eneffet, sor estun élémentde O(E) \ SO(E), donc est une
réflexion, donc est involutive :

sor=(sor) l=r"tosdolsoros=r"1
Si maintenant ' = s’ o s est une rotation quelconque,

1

/ — !/ / — !/
l—go(sorosHNos=sortos =r

/ '—
roror

et donc r et ' commutent. O

Remarque : Toute rotation est composée de deux réflexions. Il peut étre utile
de remarquer que I’une des deux peut étre choisie arbitrairement. En effet, si
on se donne 7 rotation et s réflexion, alors r o s est une isométrie indirecte
donc une réflexion s’, onaalors r o s = s’ d’oll » = s’ o 5. On peut faire le
méme calcul en échangeant les roles de s et de s’.

7.3.2. Matrices orthogonales en dimension deux

Dans le cas du plan on peut donner la forme explicite des matrices orthogonales.

Proposition 7.13. Les éléments de O(2,R) sont de la forme
_ [cosf —sinf
~ \siné cosf
ou @ est un réel. De méme, les éléments de O(2,R) \ SO(2,R) sont de la forme

cosf sin6
N_<sin0 —cos@)’ PeR

Démonstration. Soit B = (e1,e2) une base orthonormale. Si f est un élément
de O(E), r(ey) est un vecteur unitaire, dont les coordonnées (a,b) dans la base B
vérifient a® + b> = 1. 1l existe donc un réel 6 tel que @ = cosf et b = siné.
Comme f(e2) est orthogonal & f(ey), il a pour coordonnées (a’,b’) tels que
aa’ 4+ bb' = 0. Donc (d’,b’) est proportionnel & (—b, a). Comme de plus (a’, ') doit
étre unitaire, il y a deux possibilités seulement, (a’,b’) = (—b,a) = (—sin#, cos )
ou (a';v') = (b,—a) = (sinf,—cosf). Dans le premier cas, la matrice est de
déterminant 1, c’est la matrice d’un élément de SO(FE), dans le second cas, c’est la
matrice d’une réflexion. O

Les deux ensembles de matrices ainsi décrits se notent SO(2,R) et O~ (2,R),
groupe des matrices orthogonales directes, ensemble des matrices orthogonales in-
directes respectivement.
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7.3.3. Orientation du plan

Examinons plus précisément la matrice d’une rotation donnée, en base orthonormale.
Si M est lamatrice de r dans une base B et M’ sa matrice dans une autre base C, égale-
ment orthonormale, alors la matrice de passage P est orthogonale et M’ = P~1 M P.
Mais si P est orthogonale directe, les matrices P et M commutent et M’ = M. Si
par contre P est indirecte, le calcul fait plus haut montre que M’ = M~! = ‘M. On
décide donc la convention suivante.

Définition 7.14. On dit que I’on a orienté le plan vectoriel euclidien si on a
choisi une base orthonormale. Les bases qui s’en déduisent par un élément de
SO(FE) seront appelées directes, les autres seront indirectes.

On peut alors attacher a chaque rotation une unique matrice orthogonale, de la forme
<cos # —sinf

. celle qui la représente dans toutes les bases directes.
sinf  cosf

Remarque : La situation est trés différente pour les réflexions : si s est
une réflexion, sa matrice en base orthonormale est orthogonale indirecte,
mais change lorsqu’on change de base orthonormale. En particulier, il existe
toujours une base orthonormale telle que la matrice de s prenne la forme
<é _01> , €’est une base de diagonalisation de s.
Rappelons maintenant le résultat d’Analyse suivant : I’application 6 +— e est
un morphisme surjectif du groupe (R, +) sur le groupe multiplicatif U des nombres
complexes de module 1. Son noyau est 2n7Z.. On a donc :

(R/27Z,+) = (U, x)
On utilise ce résultat pour obtenir la proposition

Proposition 7.15. L’application de R dans SO(FE) donnée par 6 +— rot(6)
ou rot(#) est la rotation dont la matrice dans une base orthonormale directe est

cosf —sind . —— .
<sin9 cos 0 est un morphisme surjectif de groupes, de noyau 2xZ. On dit que

0 (ou sa classe modulo 27.) est I’angle de la rotation, et on a
rot(#) orot(0") = rot(0 + ")

Démonstration. 1l suffit d’observer que le groupe SO(2,R) est isomorphe a U. Cela
résulte de ce que I’ensemble des matrices de la forme

(Z _ab):a<(1) (1))+b<(1) _Ol):al—i—bj, abeR

est un corps isomorphe au corps C des complexes, en associant a une telle matrice le
complexe a + bi, car la matrice .J a pour carré —I. Tout nombre complexe de la forme

cos b —sin¢9>. 0

e'? correspond & la matrice | .
sinf cos@
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7.3.4. Les angles de vecteurs en dimension deux

La notion d’angle est fondamentale en géométrie. Dans ce paragraphe nous allons nous
contenter d’une introduction, en restant dans le cadre d’un espace vectoriel euclidien
de dimension 2 ou 3. On peut s’aider d’une analogie, en regardant le cours de géomé-
trie, entre le cas des rotations et des vecteurs unitaires d’un c6té, des translations et
des points d’un autre cOté.

Théoréeme 7.16. Le groupe des rotations agit simplement transitivement sur I’en-
semble des vecteurs unitaires du plan vectoriel.

Démonstration. Soit u et v deux vecteurs unitaires du plan vectoriel. On peut com-
pléter u par v/, de sorte que (u,u’) soit une base orthonormale. Il est alors possible de
trouver une rotation unique qui transforme u en v, celle dont la matrice dans la base
(u,v) a pour premiére colonne les coordonnées de v dans la base (u,v). Il'y a alors
unicité, car la seconde colonne est imposée. Remarquons qu’il y a aussi unicité de la
réflexion qui transforme « en v. O

Si u et v sont deux vecteurs unitaires du plan, il existe donc une seule rotation r
telle que v = r(u). Dans le cas ou le plan est orienté, on peut donc énoncer :

Définition 7.17. Soit u et v deux vecteurs unitaires. Si la rotation qui
transforme « en v est d’angle 6, on dit que 6 est I’angle du couple (u,v) et
on écrit :

0 = (u,v)
L’ensemble R/27Z est noté A, c’est le groupe des angles.

On notera 0 (angle nul), I’élément neutre de A4, c’est I’angle de I’identité, et donc

—

(u,u) = 0 pour tout u. Dans le méme ordre d’idées, I’angle plat est I’angle de la
rotation —idg = rot(w). La proposition suivante donne des propriétés importantes
des angles.

Proposition 7.18.
Vu,v,w € E, (u,0) + (v,w) = (u, w)
Yu,v € B, (u,v) = —(v,u)

—_— —

Yu, v,/ 0" € E, (u,v) = (u/,v) <= (u,u) = (v,0)

Démonstration. La premiére propriété est connue sous le nom de «relation de
Chasles ». Soit r telle que v = r(u) et ' telle que w = r’(v). Onadonc w = r/(r(u))
et il suffit d’appliquer la définition ci-dessus concernant la somme des angles.

La seconde propriété résulte de I’équivalence v = r(u) <= u = r~1(v), les angles

—

(u,v) et (v, u) correspondent donc a des angles opposeés.
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Montrons la troisieme propriété. Soit r et ' les rotations telles que v = r(u) et
u' = 1r'(u). Alors, si (u,v) = (u/,v'), 0na
vV =r@)=ror(u)=1r"or(u) =r(v)

et on a donc bien (u,/u\’) = m On peut remarquer le réle décisif de la commuta-
tivité du groupe des rotations. O

Les transformations orthogonales conservent les produits scalaires : quelle est leur
action sur les angles ?

Proposition 7.19. Les rotations conservent les angles de vecteurs, les réflexions les
opposent.

Démonstration. Soient (u,v) un angle de vecteurs unitaires, = la rotation telle que
v = r(u) et s une réflexion. Alors, comme nous I’avons vu dans la démonstration
du théoréme 7.12, sor os = r~! d’ol s(v) = s(r(u)) = r~!(s(u)) et donc

(s(u),s(v)) = —(u,v). Comme une rotation est composée des deux réflexions, en
appliquant deux fois de suite ce résultat, on obtient qu’une rotation conserve les angles.
O

Terminons en remarquant que pour les angles, on confond souvent un élément de
R/27Z avec un de ses représentants, que I’on appelle une de ses mesures. Ainsi
I’angle nul est I’angle dont une mesure est de la forme 2k7, avec k£ € Z, ou dont
les mesures sont congrues a 0 modulo 27. Le représentant qui est dans I’intervalle
| — =, 7| s’appelle souvent mesure principale de I’angle.

7.3.5. Autres angles

La notion d’angle peut étre généralisée, mais il n’est pas toujours possible de faire de
I’ensemble des angles un groupe comme nous I’avons fait pour I’ensemble des angles
orientés de vecteurs unitaires. Donnons seulement des pistes qui seront prolongées
dans les chapitres de géométrie.

» Angle orienté de vecteurs non nuls u, v du plan. C’est par définition I’angle (orienté)
des vecteurs unitaires = et 2. Comme pour les vecteurs unitaires, un tel angle

lfull =" flofl*

(confondu avec une mesure ) est caractérisé par le cosinus et le sinus :

_ uw)
cost = uuuw

WZH — detp

sinf = U, v)

[l ]l

ou B est orthonormale directe. En particulier, le déterminant des deux vecteurs est
indépendant de la base orthonormale directe.
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« Angle orienté de droites vectorielles D et D’ du plan. Si u et v sont des vecteurs

directeurs respectifs de D et de D', I’angle (D, D’) est la réunion des angles @
et (u, —v). Ces angles ont des mesures qui different de rr, et le groupe A’ des angles
de droites est isomorphe au groupe R /7Z muni de I’addition. On vérifie facilement
gu’un tel angle orienté est caractérisé par sa tangente.

» Angle non orienté de vecteurs non nuls « et v d’un espace vectoriel euclidien (de
dimension quelcongue). C’est le réel

— < (u, v) >
U, U = arccos | ——--
[l [l

qui est donc dans I’intervalle [0, ]. Si w et v sont non colinéaires et si le plan qu’ils
engendrent est orienté, il existe une mesure de I’angle orienté dans | — «, «], et
I’angle non orienté est la valeur absolue de cette mesure. On a ainsi w, v = v, u, ce
qui justifie le vocabulaire « angle non orienté ». L’ensemble des angles non orientés
ne peut étre muni d’une structure de groupe de sorte que la relation de Chasles soit
satisfaite.

Terminons en remarquant que I’on peut orienter un espace vectoriel euclidien de
dimension guelcongue comme nous I’avons fait en dimension 2, en choisissant une
base orthonormale. Mais cette orientation n’induit pas une orientation des sous-
espaces. Méme si un espace de dimension 3 a été orienté, il n’en résulte pas d’orien-
tation canonique des plans, on ne peut alors définir I’angle orienté d’un couple de
vecteurs de I’espace.

Exercice 7.5. Soit D = vect(u) une droite vectorielle du plan vectoriel euclidien
orienté. On suppose que « a pour coordonnées (cos ¢, sin ¢) dans une base orthonor-
male directe . Donner la matrice de la réflexion s p d’axe D.

Avec les hypothéses précédentes, on suppose que D’ est dirigée par u’ de coordonnées
(cos ¢', sin ¢'), déterminer la rotation sp: o sp.

Exercice 7.6. Montrer que I’application § — 6 4+ 6 est un isomorphisme entre le
groupe des angles orientés de droites et le groupe des angles orientés de vecteurs. Lien
avec I’exercice précédent ?

Exercice 7.7. Déterminer, dans le groupe des angles, les éléments d’ordre 2 et les
éléments d’ordre 4.
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7.4 DECOMPOSITION DES TRANSFORMATIONS
ORTHOGONALES

7.4.1. La dimension trois

Nous allons maintenant examiner le cas des transformations orthogonales d’un espace
vectoriel euclidien de dimension trois. Moins simple qu’en dimension deux, cette
étude est néanmoins trés importante pour les applications a la géométrie. Le théoréeme
fondamental sur les transformations orthogonales se précise :

Théoreme 7.20. Soit F un espace vectoriel euclidien de dimension 3. Si f # id estun
élément de SO(E), I’ensemble des ses vecteurs invariants est une droite vectorielle
D, et la restriction de f & D est une rotation d’angle non nul. On dit que f est une
rotation d’axe D. Si f est un élément de O(E) \ SO(E), soit c’est une réflexion,
soit ¢’est le composé commutatif d’une rotation d’axe D et de la réflexion par rapport
aDt.

Démonstration. On sait qu’une transformation orthogonale f est la composée d’une,
de deux ou de trois réflexions : si elle est directe, c’est la composée de deux réflexions.
Examinons ce cas. Si les réflexions sont les mémes, c’est I’identité. Sinon, f = s gosy:
et D = H N H’ est formée de vecteurs invariants. De plus, H” = D= est un plan,
stable par f. La restriction de f a ce plan est composée des deux réflexions par
rapport aux droites H N H"” et H' N H”, c’est donc une rotation. On peut observer
que toute isométrie admettant pour ensemble de vecteurs invariants une droite D
est réciprogquement composée de deux réflexions, car la restriction 8 H” = D est
une transformation orthogonale n’ayant pas de vecteurs invariants, donc composée
de deux réflexions de ce plan : il est alors aisé de reconstruire les plans H et H'.
De méme, une transformation orthogonale admettant pour ensemble de vecteurs
invariants un plan H est une réflexion, car la restriction & H - ne peut étre que —id.

Reste a examiner le cas ou f est composée de trois réflexions, et dans ce cas f ne peut
avoir aucun vecteur invariant autre que 0. Comme on est en dimension 3, le polyndme
caractéristique admet au moins une valeur propre réelle, qui ne peut étre que —1. Soit
D la droite engendrée par un vecteur propre. Alors la restriction de f & D~ est une
transformation orthogonale du plan sans vecteur invariant, c’est une rotation. Si on
note s la réflexion de plan D et r la rotation de I’espace ayant pour axe D et méme
restriction que £ & DL, il est facile de vérifier que f = r o s = s o r. Sauf dans le cas
de —id, il y a unicité de r et de s.

O

Remarque : Il est intéressant de remarquer que I’application f — — f est une
bijection de SO(F) sur O(E) \ SO(FE) (cela est vrai plus généralement en
dimension impaire).
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Autre remarque : supposons que f soit une rotation d’axe D et que I’espace
E soit orienté ; alors on peut orienter D (i.e. choisir une base orthonormale
By = (k)) et décider d’orienter D+ en choisissant une base orthonormale
Ba = (i,j) de sorte que B = (i, 7, k) soit directe. Il est alors possible de
mesurer I’angle de la rotation f en disant que c’est I’angle (orienté) de sa
restriction dans le plan orienté D,

7.4.2. Cas général

On peut donner des résultats qui généralisent les études en dimension 2 et 3.

Proposition 7.21. Soit f une transformation orthogonale de I’espace vectoriel eucli-
dien E. Il existe des sous-espaces F1, E_1, Py,...,P; telsque :

(1) Les P; sont de dimension 2.
(2) E est somme directe orthogonale de tous ces sous-espaces.

(3) Ces sous-espaces sont stables par f et : la restriction de f & E'; est Iidentité, la
restriction de f & 1 est —id, la restriction de f & P est une rotation d’angle ni
nul, ni plat.

Démonstration. On procede par récurrence sur la dimension. Les sous-espaces Eq
et £/_1 sont les sous-espaces propres associés a la valeur propre 1 (resp. —1), ou bien
sont réduits au vecteur nul. Si donc on admet que la proposition est vraie en dimension
strictement inférieur a n, ona:

« Soit f admet la valeur propre réelle 1 et E = E; & E-, on applique I’hypothése de
récurrence a la restriction de f a Ei-.
* Méme démarche si f a la valeur propre réelle —1.

» Reste le cas ou f n’a pas de valeur propre réelle. Montrons qu’il existe un plan
stable : on sait que le polynéme minimal de f peut s’écrire

pp(X) = (X% +aX +b)R(X) o0 X? + aX + b est sans racine réelle.

Soitalors z € Ker(f2+af +bidg), z non nul. Alors et f(x) engendrent un plan
P puisque x n’est pas vecteur propre, et f2(x) = —af(x) — bx est dans P. Donc
I’image de tout vecteur combinaison de z et de f(x) est dans P. Ce plan est stable,
la restriction de f a P est une rotation (il n’y a pas de vecteur propre), différente de
=+id. On applique ensuite I’hypothése de récurrence au supplémentaire orthogonal
de P.

Une remarque : il n” y a pas unicité en général de la suite des plans P;, mais les
cos 0; sont déterminés.

O
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EXERCICES

Exercice 7.8. Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit f une transformation antisy-

métrique, c’est-a-dire telle que f* = —f.

(1) Montrer que f + id et f — id sont bijectives.

(2) Onpose u = (id — f) o (id + f)~1. Montrer que u est dans SO(E). Vérifier que
—1 n’est pas valeur propre de u.

(3) Préciser u en fonction de la matrice de f dans une base orthonormale, dans les cas
de la dimension 2 et de la dimension 3.

(4) On se donne v de SO(F) n’admettant pas la valeur propre —1. Trouver f antisy-
métrique telle que v = (id — f) o (id + f) L.

Exercice 7.9.

(1) Soitr € SO(FE) ou E est euclidien de dimension 3. Montrer qu’il existe une base
orthonormale B telle que la matrice de r dans cette base soit de la forme

1 0 0
Mp(r)= |0 cosf —sinf
0 sinf cosf
(2) Soit A une matrice orthogonale directe en dimension 3. Montrer que c’est la

matrice en base orthonormale d’un retournement (on dit aussi demi-tour) si et
seulement si sa trace est -1.

(3) Déterminer la nature de I’isométrie dont la matrice dans une base orthonormale

est :
1 [2 —V6 —V6
A:Z V6 3 -1
V6 o -1 3

Exercice 7.10. F est un espace vectoriel euclidien de dimension 3. Si s et s’ sont des
réflexions de plans H et H', montrer que s o s’ = s’ o s si, et seulement si, H et H’
sont confondus ou perpendiculaires?.

Exercice 7.11. Soit B = (ey, ez, e3) une base orthonormale d’un espace vectoriel
euclidien de dimension 3. On considere I’ensemble G des transformations orthogo-
nales qui laissent stable I’ensemble {+e1, +-e2, +e3}. Combien G a-t-il d’éléments?
Montrer que G est un groupe et décrire les trois cas suivants :

* gle1) = e2, g(e2) = e1, g(ez) = es.

* h(el) = €9, h(eg) = €3, h(eg) =e€1.

b k(el) = —e€1, ]{2(62) = €3, k((ig) = €9.

2. Deux plans sont dits perpendiculaires lorsque I’orthogonal de I’un est inclus dans I’autre.
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PROBLEME

Le corrigé de ce probléme est disponible sur le site de Dunod : www.dunod.com.

7.1. DECOMPOSITIONS MATRICIELLES

(1)

)

)

(4)

()

La décomposition LU.

On suppose que A est une matrice carrée inversible, et que chaque étape de la
méthode de Gauss donne un pivot non nul. Montrer qu’il existe deux matrices
triangulaires L (triangulaire inférieure) et U (triangulaire supérieure) telles que
A = LU. On utilisera la méthode du pivot de Gauss, en observant que chaque
opération élémentaire de la forme L; — L; + AL; ol j < 4, revient a multiplier
A par une matrice de transvection, triangulaire inversible, et que le résultat du pivot
est une matrice triangulaire supérieure inversible. On parle de décomposition LU
(lower, upper).

5 2 1
Traiter I’exemple de A estlamatrice | 5 -6 2|,
-4 2 1

Montrer qu’une matrice A a une décomposition LU si et seulement si ses mineurs
principaux sont non nuls. On rappelle que les mineurs principaux de A sont les n
déterminants det(a; ;)1<; i<k pour k = 1 an.

IVRE RSV

La décomposition polaire.

Il s’agit de décomposer un endomorphisme dans un espace vectoriel réel £, muni
d’une structure euclidienne, ou dans un espace vectoriel complexe £, muni d’une
structure hermitienne. Montrer que tout élément « de GL(E) s’écrit de fagon
unique comme composé d’une transformation orthogonale o et d’un endomor-
phisme symétrique défini positif s (resp. d’une transformation unitaire et d’un
endomorphisme autoadjoint défini positif). Matriciellement, on aura M = OS
ou M = S’O’. On commencera par trouver S en calculant M M (resp. M* M)
Examiner le cas de la dimension 1 (dans le cadre réel ou dans le cadre complexe).

Montrer qu’un endomorphisme non inversible admet aussi une décomposition
polaire, mais on perd I’unicité de O, et .S n’est pas définie positive.

La décomposition QR.

L’idée est encore de faire apparaitre une matrice triangulaire, en multipliant M
par des matrices convenables. Montrer que toute matrice inversible peut s’écrire
M = QR ou (Q est (orthogonale)(unitaire) et R est triangulaire supérieure.

I1'y a unicité si les coefficients diagonaux de R sont positifs. On emploiera une
méthode de « pivot», avec I’idée que si a est un vecteur non nul, il est facile de
trouver une réflexion qui transforme a en un vecteur colinéaire a e ; il suffit de
déterminer un vecteur normal, a — ||a||e; convient. Multipliant M de premiére
colonne a par la matrice de la réflexion correspondante, on obtient une premiere
colonne colinéaire a ey et on poursuit.
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(6) La décomposition d’lwasawa.
Montrer que toute matrice inversible s’écrit comme produit d’une matrice ortho-
gonale, d’une matrice diagonale a coefficients strictement positifs, d’une matrice
unipotente triangulaire supérieure®. On pourra s’inspirer du procédé dit de Gram-
Schmidt qui permet d’obtenir une base orthonormale a partir d’une base quel-
conque.

(7) Ladécomposition de Cartan.
Montrer que toute matrice de SL(E) s’écrit K AK' ou K et K’ sont dans SO(E)
et A est diagonale a coefficients positifs.

SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 7.1. Soit ¢ une forme linéaire de noyau H. Alors toute transvection 7
d’hyperplan H a une expression de la forme : 7(z) = x + ¢(z)a o0 a € H. Si
on autorise a = 0, on a aussi I’identité. On peut alors composer 7 et 7' :

or(z) =7 (r+ ¢(x)a) = x + ¢(x)a + ¢(x + ¢(z)a)d = x + ¢(z)(a + a’)

puisque ¢(a) = 0. Cette relation prouve que 7 — a est un morphisme de I’ensemble
des transvections d’hyperplan H (auguel on ajoute I’identité) avec le groupe additif
(H,+). Il est vite vérifié que c’est un isomorphisme de cet ensemble G avec le groupe
H. Si on ajoute a cet ensemble de transvections les dilatations d’hyperplan H, on
obtient nécessairement un groupe G’, qui est le stabilisateur de H dans I’action du
groupe linéaire. Attention, le composé de deux dilatations de méme hyperplan H est
tant6t une dilatation, tant6t une transvection (lorsque le produit des rapports est égal a
1). Il suffit, pour s’en convaincre, d’utiliser une représentation matricielle. Par ailleurs,
en considérant le morphisme déterminant, GG est distingué dans G'.

Solution 7.2. Soit K un corps fini ayant ¢ éléments, et £ un espace vectoriel de
dimension n sur K. On va dénombrer les bases de £ : ayant choisi un vecteur e; non
nul parmi ¢ — 1 (on a enlevé le vecteur nul), il faut choisir un vecteur e, qui n’est
pas dans les ¢ vecteurs colinéaires a ey, cela donne g™ — ¢ choix, puis on doit choisir
un vecteur qui n’est pas dans le plan engendré par les deux vecteurs précédemment
choisi, cela laisse ¢" — ¢ choix, et donc le cardinal de I’ensemble des bases de F est :

B=("-1)(" - —¢).--(¢"—¢")

Un élément de GL(n,F,) est déterminé par I'image d’une base, donc le cardinal de
ce groupe est le nombre B écrit plus haut.

Pour dénombrer I’ensemble SL(n,F,), il suffit d’utiliser le théoreme d’isomor-
phisme : comme le morphisme déterminant de GL(n,F ) dans IF* est surjectif et que

3. C’est une matrice triangulaire supérieure dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.
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son noyau est SL(n, F,), le cardinal de ce groupe est

("= D" -9" =) ("= ¢
q—1

En particulier SL(2,T3) a pour cardinal 6. Ce groupe se confond avec GL(2,F5),
puisque la seule valeur possible d’un déterminant non nul est 1 (Fy = Z/27Z). C’est
un groupe non commutatif a six éléments, il est donc nécessairement isomorphe a S,
et on peut réaliser cet isomorphisme en regardant I’action sur les trois droites vect(e 1),
vect(ez) et vect(ey +e2). A noter, le groupe SL(2, F3)) est de cardinal 24 mais il n’est
pas isomorphe & Sy. Voir par exemple [6].

Solution 7.3. Commencons par déterminer la projection orthogonale p(x) de x sur la
droite vect(u). C’est un vecteur de la forme Au, et x — A\u doit étre orthogonal & . :

(u, )

(x = Au,u)y =0 <= A= (au)

Maintenant, si on considére la somme directe vect(u) ® {u}*, onax = p(z) + x5 et
s(x) = —p(x) + w9 donc s(z) = x — 2p(x) d’ou le résultat.

Dans le cas de la dimension 3, prenons pour simplifier les écritures u de coordonnées
a,b, ctelles que a® + > + ¢ = 1. Onaalors :

I a
s(z) = |z2| —2(axy +bro+cx3) | b

I3 Cc

1—2a%2 —2ab —2ac 1

= —2ab  1—-202 —2bc Zo
—2ac —2bc 1 —2¢2 T3

et I’on a la forme générale des matrices de réflexion en dimension 3.

Solution 7.4. La norme «canonique » sur R est la valeur absolue. Prenons alors tout
simplement f(x) = |z|. Alors |f(x)| = |z|, et f n’est pas linéaire.

Solution 7.5. On peut utiliser la méthode de I’exercice 7.3, en remarquant qu’un
vecteur normal & D est (— sin ¢, cos ¢).

sp(z) = (i;) — 2(—x1 sin ¢ + x5 cos @) (—(xs)iansqS)

o 1—2sin2¢ 2singcoso) (1
— \2singcos¢d 1—2cos?¢p) \ 2
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Cette matrice peut aussi s’écrire
_ [cos2¢  sin2¢
Mp(sp) = (sin 2¢ —cos 2<Z>>

qui est bien orthogonale indirecte. Si maintenant on fait le produit des matrices de s p-
et de sp, on obtient :

_ (cos2(¢' = ¢) —sin2(¢f —¢)
MB(SD’ OSD) = <Z?§2(¢/ _ ¢) C(S)Sn2(¢/ _ ¢) )

c’est la matrice de la rotation d’angle

—

2(¢" = ¢) = 2((ex,w') — (e, u)) = 2(u,u)

Solution 7.6. Soit A’ le groupe des angles de droites, identifié au groupe quotient
R/7Z. Comme 2xZ est inclus dans 7Z, I’application # +— 26 est un morphisme.
Ainsi, le double d’un angle de droites est un angle de vecteurs. Plus géométriquement,
a un angle de droites correspond deux angles de vecteurs selon le choix qu’on fait des
vecteurs directeurs, et ces deux angles different de 7 donc ils ont méme double. Pour
I’exercice précédent, on peut dire que la rotation s o sp a pour angle le «double »
de I’angle (D, D’).

Solution 7.7. Dans le groupe des angles A, un angle « est d’ordre 2 s’il est non nul et
si a4+ a = 0. C’est I’angle d’une rotation involutive. Si on utilise les mesures, la seule
solution est = modulo 27r, mais on peut aussi utiliser les rotations, on trouve la rotation
—idg. Cetangle représente les couples (u, —u), c’est I’angle plat. De méme, les angles
d’ordre 4 sont les deux angles droits, de mesure 5 et —7, et plus généralement les
angles d’ordre n sont les arguments des racines primitives n-iémes de I’unite.

Solution 7.8.
(1) Si x est vecteur propre de f, associé a la valeur propre A, ona:
(f(x),) = (@, f*(x))  donc  Afz[|* = —(f(x),2)) = =Al|z|?

et la seule valeur propre possible d’un endomorphisme antisymétrique est 0. On
en déduit que id + f et id — f sont bijectives.

(2) Calculons u* :
= (id+ )" o (id - f)* = (id— f)"ho (id+ f) = u!

On en déduit que u est orthogonale. De plus, le déterminant d’un endomorphisme
et de son transposé étant égaux,

det(u) = det(id — f) det(id + f)~' = det(id — f)det(id — f)™* =1
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puisque (id + f)* = id — f; u est donc dans SO(E). Par ailleurs, si on calcule
(id 4+ u) o (id + f), on trouve :

(id +u) o (id+ f) = (id — f)o (id+ f)"L o (id + f) + id + f = 2id
et donc id 4 w est inversible, —1 n’est pas valeur propre de u.
(3) En dimension 2, la matrice de f dans une base orthonormale prend la forme

0 a . .
L et on trouve que la matrice de u se présente sous la forme

0
1-a®> 2a
14+a? 1+a?
2a 1—a?
14a? 14a?

qui est bien la matrice d’une rotation (penser a la tangente de I’arc moitié), I’angle
plat (et donc la valeur propre —1) étant exclus. Dans le cas de la dimension 3, on
part d’une matrice antisymétrique de la forme

0 a b
—a 0 ¢
b —c O
et on obtient
1 142 —a2-12 —2bec — 2a —2b + 2ac
1 T 5 2a — 2bc 1402 —a2—¢2 —2¢ — 2ab
Tat ot 2b + 2ac % — 2ab 1+a2—b%—c2

Le lecteur courageux pourra vérifier qu’il s’agit bien d’une matrice orthogonale
directe.

(4) Il suffit de « calculer» f en fonction de u. On trouve que nécessairement,
f=(d—u)o(id+u)~"

qui existe car —1 n’est pas valeur propre de u. Des calculs immédiats montrent
alors que f est antisymétrique.

Solution 7.9.

(1) Soitrunélémentde SO(E), ou E esteuclidien de dimension 3. La transformation
r est donc une rotation, il existe une droite de vecteurs invariants. Si ey est un
vecteur unitaire qui dirige cette droite, on peut le compléter en (e, ea, e3) base
orthonormale. Mais alors, vect(es, e3) est stable et la restriction v de r & ce plan
est orthogonale directe, puisque detr= 1 x det v. On en déduit qu’il existe un réel
6 tel que la matrice de « dans la base B = (e, e2, e3) soit

1 0 0
Mp(r) =10 cosf —sinf
0 sinf cosé
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(2) La trace de la matrice precédente est 1 + 2 cos 6. Or r est un retournement si et
seulement si sa restriction au plan orthogonal a I’axe est la rotation d’angle .
Puisque la trace est un invariant de similitude, on en déduit que les demi-tours
sont les rotations dont la matrice a pour trace —1.

(3) On vérifie rapidement que ‘AA = I, il s’agit bien d’une matrice orthogonale.
L’ensemble des vecteurs invariant est vect(es — e3), et la trace de la matrice est
2. On en déduit qu’il s’agit d’une rotation d’angle 6 tel que 2cos @ + 1 = 2 soit
cosf = % soit un angle géométrique de mesure .

Solution 7.10. Soient u et u/ des vecteurs unitaires directeurs de H- et H ' res-
pectivement. Alors si s’ o s = so s, s o s(u) = —s'(u) = s(s'(u)) prouve que
s'(u) € vect(u), puisque c’est un vecteur propre pour la valeur —1. Comme s est une
isométrie, on aura

* soit s’(u) = u, et I’orthogonal de H est inclus dans H’, les deux plans sont
perpendiculaires;

* soit s’(u) = —u, H et H' ont méme orthogonal, ils coincident.

Solution 7.11. Soit u un endomorphisme qui transforme la base (e1,e2,e3) en
(£ei, £e;, £ey). Ce sera une base (orthonormale) si les (4, j, k) sont distincts, donc
forment une permutation de (1,2,3). Il y a donc 23 x 6 = 48 possibilités. G est
un groupe par sa définition méme, c’est le stabilisateur de I’ensemble des 6 vecteurs
(e1,e9,€3, —e1, —ea, —e3). Les géometres verront également que c’est le groupe des
isométries qui conserve le cube dont les huit sommets sont les points de coordonnées
(£1,£1,+1) : voir le chapitre 10. Examinons les trois cas proposés.

» La matrice de ¢ a un déterminant négatif, g est une transformation orthogonale
indirecte. De plus, e; + eo et eg sont invariants, il s’agit de la réflexion de plan
vect(eg + eo, e3).

» C’est cette fois une transformation orthogonale directe puisque le déterminant est
1. De plus k3 = idg, donc h est une rotation d’angle géométrique de mesure 27“
La recherche des vecteurs invariants montre que I’axe est vect(e; + ez + e3).

» Onadet(k) = 1etk? = id. C’est un demi-tour, d’axe vect(es + e3).
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Chapitre 8

Espaces affines euclidiens

Ce chapitre propose un modele mathématique de I’espace physique qui nous est
familier : I’espace affine euclidien de dimension 3. La premiére section se développe
dans un cadre purement affine. Les notions métriques (distance, orthogonalité, angles,
etc.) sont ensuite introduites.

8.1 NOTIONS AFFINES

8.1.1. Espaces affines

La terminologie de I’algebre linéaire a une connotation géométrique (espace vectoriel,
dimension, droite vectorielle, plan vectoriel, orthogonalité, etc.). Cependant, méme si
I’on développe en I’étudiant des images mentales géomeétriques, il s’agit plus d’al-
geébre, c’est-a-dire de calcul, que de géométrie.

L’espace vectoriel R? rapporté a sa base canonique (1, 0,0), (0, 1,0), (0,0, 1) n’est
pas un bon modele de I’espace physique, dans lequel il n’y a pas d’addition naturelle :
gu’est-ce que la somme de deux points ? L’espace physique n’est pas muni d’un point
particulier jouant le réle du vecteur nul (0,0,0). On va dégager la notion d’espace
affine, formé de points et non de vecteurs, ou tous les points jouent le méme réle.
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Définition 8.1. On appelle espace affine la donnée

e d’un ensemble £ formé de points,

» d’un R-espace vectoriel £ formé de vecteurs,

* d’une action simplement transitive du groupe additif (E, +) sur &,

ExE — €&
(VM) — M+

Dans ce triplet de données, I’objet géometrique est I’ensemble £ des points. Contrai-
rement aux premiers chapitres de ce livre, les vecteurs sont notés par des lettres sur-

montées d’une fleche, le vecteur nul étant noté 0. On dit que & est I’espace affine
et que E est son espace vectoriel associé. Le signe + est donc employé dans deux
contextes :

 pour additionner deux vecteurs de F,
* pour additionner un vecteur de £ a un point de £.

Le fait qu’il s’agit d’une action se traduit par
(1) WMeéNVU,V)eEXE M+(UW+7)=M+0)+7
(2) WMe&, M40 =M

Pour tout v € E, I’application £ — &£, M —— M + o s’appelle la translation de
vecteur v, elle est notée T

Proposition 8.2. Les translations sont des bijections de £ sur lui-méme et forment
un groupe commutatif 7 (£) pour la loi o de composition des applications. L’appli-
cation v~ T est un isomorphisme du groupe additif (£, +) sur le groupe des
translations (7 (£), o).

Démonstration. Exprimons les conditions (1) et (2) :
(1) pour deux vecteurs quelconques u, v, ona T

1w =Ty oTs.
(2) latranslation de vecteur nul est I’identité : Ty =L

Pourtout v € E,onaT5oT_» =T_»oT— = T+ = L¢, donc toute translation
T+ est bijectiveet T_- =T,

D’apreés la condition (1), I’ensemble 7(€) des translations est un sous-groupe com-
mutatif du groupe des bijections de & sur lui-méme et I’application v +— T~ est un
morphisme de groupes de (E, +) vers 7 (£), surjectif par définition de 7 (£).
Montrons que le noyau se réduit a {6)}, ce qui donnera I’injectivité, donc la bijectivité.
L’action étant simplement transitive, pour tout couple de points (M, ), il existe v € E
unique tel que N = M + o = T+ (M). En particulier, pour tout M, I’unique " tel que
M = T (M) est le vecteur nul. Donc 0 est I’unique vecteur dont la translation associee
est I’identite. O
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Pour tout couple de points (M,N), on note MN le vecteur de I’unique translation
envoyant M en N. La simple transitivité de I’action se traduit ainsi : pour tout point
0, on a des bijections inverses I’une de I’autre

EFE — £ ot &
v — 0+ 7 =T(0) M

gl

—
—
—

En particulier, pour tout point 0, on a W= 0.

Contrairement a I’espace £ des points, I’espace vectoriel £ donne prise au calcul.
Pour étudier une configuration dans £ ou un point O joue un réle particulier (par
exemple I’isobarycentre d’un systéme de points), on peut vectorialiser £ en 0 : on

transpose dans E le probleme posé par la bijection £ — E, M +— oM pour tenter une
solution par calcul vectoriel ; on retraduit ensuite dans £ les résultats obtenus par la
bijection inverse v +— 0+ .

Proposition 8.3. Relation de Chasles. Etant donné trois points A,B,C de £, on a la
. . — — —
relation vectorielle AC = AB + BC.

Démonstration. En effet
The(A) = C=Tg(B) = (Tg o Tyg) (A) = Tz, z(A)
Comme il existe une seule translation transformant Aen C,onaT— = T=: . —, donc
— — — — —
AC = BC + AB = AB + BC. O

. . — — — — — —

En particulier, 0 = AA = AB + BA, donc BA = —AB.

Proposition 8.4. Reégle du parallélogramme. Soit A, A’, B, B’ quatre points de £. On
-
a I’équivalence (AB A B’) — (AA’ BB)

S’il en est ainsi, on dit que A, A’, B’, B forment un parallélogramme.

7 . ; -z - — i —_— - . . -
Démonstration. L’égalité AB’ = AB+ BB’ = AA’ + A’B’ est toujours vraie (relation de
Chasles). On en déduit I’équivalence. O

Définition 8.5. Etant donné deux points P, Q, on appelle milieu de (P, Q) le
o Zro o oy pd
point I défini par PI = 1PQ.

—

— — 172 172 e .
Onaalors QI = QP + P = QP + PQ = QP — QP = 5QP donc I est aussi milieu
de (Q,P). OnécriraT = 2t2 (n otatlon expliquée au chapitre 9).

Proposition 8.6. Pour que quatre points A, A’, B’, B forment un parallélogramme, il
faut et il suffit que (A, B’) et (A", B) aient méme milieu.
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, - - ’ — — N

Démonstration. Soit I = 4£%. Ona AB’ = 2AL, d’ou
— — — N — N N — — N —
A'B—2A'T = (A’A+ AB) — 2(A’A + AT) = AB— A'A — AB’ = AB — A'F/

Pour que A, B’, A’, B soit un parallélogramme, il faut et il suffit que ce vecteur soit nul,
donc que I soit aussi milieu de (A’,B). O

Définition 8.7. On appelle dimension de I’espace affine £ la dimension de
I’espace vectoriel E et on écrit dim £ = dim F.

Le plus souvent dans la suite, la dimension sera égale a 2 en geométrie plane, 3 en
géomeétrie dans I’espace.

Définition 8.8. Pour dim& = n, on appelle repére de £ la donnée d’un
point 0 € & dit origine et d’une base B = (ef,...,e,) de E. Le repére

R=(0,B) = (0,¢1,...,e,) détermine la bijection
I n
R" — &, : »—>M:0+Zwi€f
Tn, 1
On dit que x4, . . . , x,, sont les coordonnées de M dans le repére R.

En choisissant un repére, on transpose un probléme géométrique dans R™ pour le
résoudre par calcul numérique. Le choix du repere s’appuie souvent sur des considéra-
tions géomeétriques pour que les calculs soient simples. La vectorialisation en un point
et le calcul vectoriel évitent parfois la lourdeur de calculs numériques dans un repére.

8.1.2. Sous-espaces affines

Soit F une partie non vide de £. Pour tout A € JF, on note F, I’ensemble des vecteurs
— .
AM ou M décrit F.

Proposition 8.9. On a équivalence entre

(1) il existe A € F tel que F, soit un sous-espace vectoriel de E,

(ii) pour tout A € F, F, est un sous-espace vectoriel de E.

S’il en est ainsi, les sous-espaces vectoriels F , sont tous égaux & un méme sous-espace
noté 7 C E. On dit alors que F est un sous-espace affine de & et que le sous-espace
vectoriel F C F est la direction de F.

Démonstration. L’implication (i7) = (i) est claire. Inversement, supposons que F ,
est un sous-espace vectoriel de E pour un certain point A € F. Soit B un point quel-
conque de . Il suffit de montrer que Z, = Fg. Pourtout 7', onaB+v = A+AB+ 7,
d’ou les équivalences

(VeFs) e B+T €F) e (A+AB+ T € F) o (AB+ 7 € Fy)
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Comme B € F, AB € F et puisque F est un sous-espace vectoriel de E, on peut
s . g -_— - N / .
écrire (AB + v € F,) & (v € Fy), d’ou I’équivalence :

(V eTs) < AB+T €F)) & (T EF)
On en déduit I’égalité cherchée F = F,. O

Inversement, étant donné un sous-espace vectoriel ' C E et un point A € &,
I’ensemble

A+F={McE|3VeF M=A+T}={Mc&|NicF)}
est I’'unique sous-espace affine passant par A de direction F.

o Etant donné un sous-espace affine 7 C & de direction F C FE, la restriction a
F x F C E x & de I’action (', M) — M+ o définit une action F x F — F faisant
de F un espace affine d’espace vectoriel associé F.

Exemples :

(1) PourtoutA € £, & = A+ E, donc & est le seul sous-espace affine de direction F.

(2) Pour tout A, I’ensemble {A} réduit au point A est le sous-espace affine passant par
A de direction {6}}. Sa dimension est 0.

(3) On appelle droite affine tout sous-espace affine de dimension 1, sa direction est

une droite vectorielle.

PourA € et v # ﬁ}, on appelle droite passant par A de vecteur directeur
v I'ensemble A+ R = {M| I\ € R,M = A+ A\0'}. L’application \ — A+ A\’
est une bijection de R sur cette droite. On dit que c’est une représentation para-
métrique de cette droite.

Etant donné deux points distincts A et B, I’unique droite affine passant par A et
B, notée (AB), est A + RAB.

(4) On appelle plan affine tout sous-espace affine de dimension 2. Par trois points non
alignés A, B, C passe un unique plan affine notée (ABC) : celui passant par A (ou B,
ou C) de direction le plan vectoriel

Vect(ﬁ, R) = Vect(]ﬁ,ﬁ) = Vect(a[\, aﬁ)

(5) Sidim & = n, on appelle hyperplan affine tout sous-espace affine de dimension
n — 1, c’est-a-dire du type H = A + H ol H = 'H est un hyperplan vectoriel.
En géométrie plane (resp. dans I’espace), les hyperplans sont les droites du plan
(resp. les plans de I’espace).
Dans un repére (0, e, . . ., &, ), donnons A par ses coordonnées (a1, ..., a,) et H
comme noyau de la forme linéaire de matrice (u1, ..., u,). Pour qu’un point M de
coordonnées x1, . .., x, Soit dans H, il faut et il suffit que AN € H, donc que

n

zn:ui(xi—ai) :zn:uzxz—i—h:OoUh: —Zai
1 1

1
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Ainsi, uyxy + -+ + upxy, + h = 0 est une équation de H dans le repére.
Inversement, toute équation de ce type ou (u,...,u,) n’est pas le n-uplet nul,
est I’équation d’un hyperplan. Un hyperplan a une infinité d’équations, toutes
proportionnelles.

Définition 8.10. Deux sous-espaces affines sont dits paralléles s’ils ont méme
direction F' C E.

lls sont de la forme A+ F' et B+ F' ou A et B sont des points de £. Ce sont les orbites
de A et B pour I’action du groupe additif (F, +) sur £ :

Fx&—E, (U, M) — M+
Ils sont donc, ou confondus, ou d’intersection vide.

Proposition 8.11. Droites paralléles d’un plan. Soit P un plan affine de plan
vectoriel associé P. Pour que deux droites distinctes de P soient paralléles, il faut
et il suffit que leur intersection soit vide.

Démonstration. Soit deux droites distinctes A = A+ Rw et B = B+ R7. Par ce

qui précede, si elles sont paralléles, leur intersection est vide.

Supposons-les non paralléles. Alors (7, v') est base de P. On cherche un point C
communa AetB;alorsC = A+xu = B+y v . Ceci revienta chercher (z,y) € RxR

tel que AB = 2w — yv'. Comme (W, ¥') est base de P, il existe un unique tel couple
(x,y), d’ou un unique point commun. O

8.1.3. Applications affines

Soit £ et £’ deux espaces affines, f: £ — £’ une application. Soit A € £. On définit
— — —_—
fa: E— E'par f,(AM) = f(A)f(M) pour toutM € &.

Proposition 8.12. On a équivalence entre
(i) il existe A € & tel que f, soit une application linéaire,
(ii) pour tout A € &, f, est une application linéaire.

S’il en est ainsi, les applications linéaires f 4 sont toutes égales & une méme applica-
tion linaire notée f : £ — E’. On dit alors que f est une application affine de £
vers £’ et que f est I’application linéaire (ou vectorielle) associée a f.

Démonstration. Supposons f, linéaire pour un certain A € £. Soit B un autre point.
— — — — —
Montrons que f, = fg. PourM € £, on a BM = AM — AB, donc

FaBH) = f(B)F(M) = F(&)F(M) — f(&)f(B)
= Fa(RN) — F,(RE) = F,(A¥ — BB) = , (BN)
Ceci montre que f5 = f,, d’ol la linéarité de fp. a
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Ainsi, une application affine f: £ — £’ est déterminée par la donnée
 del’image f(A) € & d’un point A fixé dans &,
« de I’application linéaire associée f: E — E'.

L’image d’un point M € £ estalors f(M) = f(4) + T(A ). Autrement dit, pour tout
Ac&ettout w € F,ona

ﬁl

FA+7) = f(a)+ F().

Proposition 8.13. Soit une application affine f: £ — &’.
a)Soit A € £ L’image de f estImf = f(4) + Im f, sous-espace affine de &’.
L’application f est surjective si et seulement si f I’est.

b) SoitM € &, I’ensemble des N € £ tels que f(N) = f(M) est M + Ker f, sous-espace
affine de £. L’application f est injective si et seulement si f I’est.

Démonstration.

a) L’image de f est formée des f(A + ') = f(A) + f(¥'), o0 ¥ € E. Si v décrit
E, f(7') décritIm f, donc f(A+0') = f(A)+ f(¥') décritIm f = f(A) +1Im f,
sous-espace affine de £’.

Pour que f soit surjective, il faut et il suffit que Im f = f(A) +Im f = £’. Comme
le seul sous-espace affine de £’ de direction E” est £ lui-méme, il faut et il suffit
que £/ = Im f, donc que f soit surjective.

b) Pour tout N € &, ona f(N) = f(M) + f(MN). Ona f(N) = f(M) si et seulement si
F(MN) = 0, donc si et seulement si MN € Ker 7.

Pour que f soit injective, il faut et il suffit que M + Ker f soit réduit au singleton
{M} pour tout M, donc que Ker f = { 0}, i.e. que 7 soit injective.

Le lecteur montrera de méme que pour un sous-espace vectoriel F' C E et un point
A € &, Ilimage par f du sous-espace affine F = A + F est le sous-espace affine

FF)=f)+ f(F) g O

Proposition 8.14. Translations. Pour qu’une application affine 7: £ — &£ ait
pour application linéaire associée I’identité de F, il faut et il suffit que 7" soit une
translation.

Démonstration. Soit7: £ — £ affine, 0 € £, 0’ = T'(0). Pour toutM € £, on note M’
— _
I’image de M par 7. Ona 0'M = T((ﬁ). Pour que T' = I, il faut et il suffit que pour
— —

—_
toutM € &, on ait O'M = OM, soit MM = 00’ (régle du parallélogramme, p. 205). Ainsi,
la translation T(ﬁ est I’application affine £ — & transformant 0 en 0’ d’application
linéaire associée 1 . O
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Définition 8.15. Soit0 € £ et A € R non nul. On appelle homothétie de centre
0 et de rapport A I’application
HO,)\I E — €&
.
M — 0+ AOM

C’est I’application affine transformant 0 en 0 d’application linéaire associée
I’homothétie vectorielle ATz de rapport A.

Proposition 8.16. Homothéties. Etant donné )\ € R distinct de 0 et 1, pour qu’une
application affine i soit une homothétie de rapport A, il faut et il suffit que h soit
I’homothétie vectorielle A\ .

Démonstration. Par définition des homothéties, la condition est nécessaire. Inverse-
ment, soit h: £ — & affine telle que h = Al g. La seule chose a montrer est que h a

=
un point fixe 0. Soit M et M’ = h(M) tel que M’ # M. Cherchons 0 tel que M'0 = AMG.

A v~ ; ; ; s 1 i
Comme M'0 = M'M + MO, le seul point 0 possible est donné par MO = =M'M. On
vérifie que ce point la convient. O

Définition 8.17. Soit £ = F &G une décomposition de £ en somme directe de
deux sous-espaces supplémentaires. Tout % € E se décompose de fagon unique
eNnu =7 +w, v €F, w e G.L’application 7: w — v est la projection
de E' sur F parallélementa G, elle est linéaire. Soit F un sous-espace affine de
direction F' et 0 € F. L’application affine p définie par p(0) = 0 et p = 7 est
appelée la projection de £ sur F parallelement a G.

(¢)Onalmp = p(0) + Imm = 0+ F = F (8.13, p. 209). Pour tout M € F,
N — — . . N
OM € F, donc p(M) = p(0) + w(0OM) = 0 + OM = M, donc la restriction de p a F est
I’identité de . Tout point de F joue le méme réle que O.

(77) SoitM € £. L’ensemble des N tels que p(N) = p(M) est Gy = M+Ker m = M+G.
D’aprés (i), p(p(M)) = p(M), donc p(M) € Gy N F.

Inversement, siM € Gy N F, p(M) = M car M € F, p(M) = p(M) car M € Gy.
Donc M’ = p(M) est I’'unique point commun a Gy et a F.

Les figures page suivante illustrent cette construction de p(M) comme intersection
de Gy et de F.

Pour tout 0 € &, notons Fix(0) I’ensemble des f: £ — & tels que f(0) = 0.

Proposition 8.18. a) La composée h = g o f de deux applications affines & — &€ est
une application affine d’application linéaire associée h = go f.

b) Pour tout 0 € &, la restriction & Fix(0) de I’application f — f est une bijection
de Fix(0) sur L(E).
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dim& = 3,dimF = 1,dim G = 2 dim€ = 3,dim F = 2,dim G = 1
F M
Gu=M+G \
M (M) _p(M)
. F .
Gu=M+G
Démonstration. a) Soit A € £ etB = f(A). Pour M € &, soit N = f(M), alors
BN = f(AM). Soit C = g(B) = h(A ) = g(N) = h(M), alors
— —

CP = g(BN) = (7o f) (AH)

Comme g o f est linéaire, h = g o f est I"application affine transformant A en C
d’application linéaire associée g o f.

b) Soit p € L(E)et0 € £. Ladonnée de f(0) = 0 etde f = ¢ détermine I’unique
antécédent f € Fix(0) de I’application linéaire . O

L’application f — f est donc surjective car pour tout ¢ € L(FE) ettout0 € &, ¢
a un antécédent dans Fix(0). Mais il se peut que ¢ ait des antécédents sans point fixe.
Par exemple, toute translation est un antécédent de I’identité I 5. On verra (pb.4) que
 a des antécédents sans point fixe si et seulement si 1 est valeur propre de .

8.1.4. Expression analytique d’'une application affine

Soit f une application affine £ — F ou les dimensions de £ et F sont n et p. Rap-

portons & et F aux repeéres (0, e1,...,en) et (2, £7,...,&,). Alors f est déterminée
par I'image f(0) de coordonnées (b1, ..., b,) et lamatrice (am) de 7. Il est facile de
voir que f opére comme il est indiqué ci-dessous :
1 (7 a1 v Qip 1 b1
M : = f(M) : = : : E +
Tn Yp ap1 - Qpp Tn by

formule s’écrivantY = AX + B avec les notations ci-dessous :

x1 Y1 ai1 v Alp b1
X = Y = , A= , B=

Tn Yp ap1 -+ Apn by
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Proposition 8.19. Etant donné un espace affine £ d’espace vectoriel associé E,
I’ensemble GA (€) des endomorphismes affines bijectifs est un groupe. L application
f + f estun morphisme surjectif de groupes GA(£) — GL(FE) dont le noyau est
le sous-groupe 7 (€) des translations.

Cela résulte des propositions 8.13, 8.14, 8.18 (p. 209 a 210).

8.1.5. Théoreme de conjugaison

Comme on I’a vu sur les exemples (translations, homothéties, projections, etc.), les
applications affines ne sont pas toutes de méme nature géométrique. Le théoreme de
conjugaison précise cette notion. Etant donné f: £ — £ et g € GA(E), rappelons
que la conjuguée de f par g est I’application g o f o g—!

Théoréme 8.20. théoréme de conjugaison. Etant donné un repére R de &, la conju-
guée f’ = go f o g~ a méme expression analytique dans le repére R’ = g(R) que f
dans le repére R.

Démonstration. Soit 0 I’origine et B = (e7,...,e,) la base de R. AtoutM € &

de coordonnées x1, . .., 2, correspond f(M) = de coordonnées y1,...,yn. Onala
relation matricielle

Y1 a1l o aip T by

=1 : L)+

Yn ap1 " Gpn Tn by,
ouA= (am) est la matrice de f dans la base B, by, . .. , b, les coordonnées de f(0).
Soit le repére R’ = g(R) d’origine 0’ = ¢(0), de base B’ = (g(e7),...,g(en)), Mde
coordonnées z1, ..., x, etM = g(M). Ona

_1\>’I Zmzez donCOM =7( 0 Zng €;)

7

Donc M = g(M) a mémes coordonnées dans R’ que M dans R. De plus,

FM)=(gofog™)(gM) = (g0 f)(M) = g(N)

d’ou f'(M") = g(N) a mémes coordonnées y1, ..., y, dans R’ que f(M) = N dans R.
g

Ainsi, f' = go f o g—! opére relativement au repére R’ = g(R) de la méme fagon
que f relativement & R. Ceci justifie et précise I’assertion : f et f' = go fog™!
ont méme nature géométrique. La relation « f et f’ sont conjuguées» est une rela-
tion d’équivalence sur I’ensemble des applications affines de £ dans lui-méme. Les
classes d’équivalence s’appellent les classes de conjugaison. Elles rassemblent les
applications affines de mémes propriétés géométriques.
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+ Conjuguée d’une translation La conjuguée par g de la translation de vecteur v’
est la translation de vecteur g(7v') : go T o g™ ! = T5()- Les translations de
vecteur non nul constituent donc une classe de conjugaison.

En effet, soit M un point, N = g~ (M). Ona

(goTzog ) = o(Tom) =g+ v) = g0) +5(v)
= M+g(?) = Tyz),M)

« Conjugueée d’une homothétie La conjuguée par g de I’homothétie de centre O et
de rapport A est I’homothétie g o Hg ) 0 g7 = Hy(gy,» de centre 0' = g(0) et de
méme rapport A. Les homothéties de méme rapport A forment donc une classe de
conjugaison.

En effet, posons h = (g oHg o g_1>. Onah(0') =0 car

h(O) = (goHon 097 )(9(0)) = (90 Hon ) (0) = 9(0) = 0

L’application linéaire associée a h esth = g o Alg o g~ '. L’homothétie vectorielle
Mg commutant avec toute application linéaire, h = Mgogog ' = Mg est
I’homothétie vectorielle de rapport A. D*ou h = H (g » (8.16, p. 210).

« Conjuguée d’une projection Le lecteur verifiera que la conjuguée par g de la
projection & — F C & parallelement a un supplémentaire GG de F est la projection
E — g(F) parallelement a g(G).

8.1.6. Groupe des homothéties-translations

Le groupe des homothéties vectorielles Xz, A # 0, est sous-groupe distingué de
GL(FE), isomorphe au groupe multiplicatif R* des réels non nuls. Son image ré-
ciproque par le morphisme GA () — GL(F) (8.19, p. 212) est le sous-groupe
distingué de GA (&) formé des translations et des homothéties affines (8.14 p. 209
et 8.16, p. 210), noté H(&). Pour tout h € H(E), le rapport A(h) de I’homothétie
vectorielle 7 est appelé rapport de h. L’application  — A(h) est un morphisme de
groupes H(E) — R* de noyau le sous-groupe 7 (£) des translations.

Pour tout h € H (&) distinct de I¢, soit A(h) I’ensemble des droites stables par h.
On vérifie facilement que :

. — , . . —
e sih=T=, v # 0, A(T=) est ’ensemble des droites de vecteur directeur v,
* sih =Hg, A # 1, A(Hg ) est I’ensemble des droites passant par O.
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Proposition 8.21. «a) Soit les homothéties, distinctes de I’identité, de centres distincts
f =H,,etg=Hgg. Lescomposees g o f et f o g sontalors :

e pour af # 1, des homothéties de rapports a5 et de centres distincts situés sur la
droite (AB),

- - - - 7 - Y H
e pour a8 = 1, des translations de vecteurs distincts colinéaires a AB.

b) Soit une homothétie f = H, ,, et une translation g = T, distinctes de I’identité.
Les composées g o f et f o g sont alors des homothéties de rapport o et de centres
distincts situés sur la droite A + R

Demonstration. Soit f et g dans H(E) avec les rapports o et 3, hy = fo g et
ha = g o f. Les homotheéties vectorielles f = alg et g = SIp commutent, d’ou

hi1 = he = aflg. Donc h; et ho sont dans H(E) et ont méme rapport «3. Ce sont
des homothéties si a8 # 1, des translations si oG = 1.

On suppose que f = H, , est une homothetie de centre A et de rapport o # 1.
Montrons que si g(A) # A, i.e. si g n’est pas une homothétie de centre A, alors
hy = fogethy = go fsontdistinctes.

Par I’absurde, supposons by = fog = go f = hg, alors f = go fo g™ Or

go fog~tadmetg(A) # A pour point fixe. Comme A est I’unique point fixe de f, on

ago fog™!# f,donchy # hy.

a) Supposons que f = H, , et g = Hg g sont des homothéties de centres distincts A

et B. La droite D = (AB) est commune & A(f) et A(g). C’est donc une droite stable

pourh; = fogethy =go f.

* Siaf # 1, hy et hy sont des homothéties de méme rapport o3 ayant (AB) pour
droite stable. Leurs centres sont donc situés sur (AB). lls sont distincts car h et by
sont distinctes, de méme rapport.

* Si aff = 1, hy et hy sont des translations ayant (AB) pour droite stable, donc
de vecteurs colinéaires 2 AB. Ces vecteurs sont distincts car h1 et hy sont des
translations distinctes.

b) Supposons que f = H, ., est une homothétie et ¢ = T+ est une translation. Alors
hy et hy sont des homothéties distinctes de méme rapport «. La droite D = A+ R’
appartienta A(f) N A(g), donc est stable pour i et hy. Les centres de h; et ho sont
sur D, distincts car hy et hy sont des homothéties distinctes de méme rapport . [

L’énoncé ne précise pas la localisation exacte sur D des centres de go f et fog si ce
sont des homothéties. Si ce sont des translations, leurs vecteurs colinéaires a D ne sont
pas non plus précisés. Ces renseignements complémentaires ne sont pas inaccessibles,
mais sont d’intérét secondaire.

Remarque : Si f € GA(E) admet une droite stable D, I’application D — D
induite par f est une homothétie ou une translation.

En effet, I’application induite par f appartient au groupe GA (D), réduit aux
homothéties et translation car GL(D) se réduit aux homothéties vectorielles.
Si f adeux points fixes A, B distincts, tout point de (AB) est fixe.
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8.1.7. Rapports de mesures algébriques

Définition 8.22. Soit D une droite affine et @ € D non nul. Si P, Q sont deux
points de D, la mesure algébrique PQ est le réel défini par PQ = PQ «’. Ceci
dépend du choix de 7. En revanche, les rapports de mesures algébriques sont
intrinséques, c’est-a-dire indépendants du choix de w'.

1B

-~ CD
pas du vecteur directeur 7. Plus généralement, on définit le rapport % si (AB) et (CD)
sont paralleles (en convenant de les munir du méme vecteur directeur). Par exemple,

si A, B sont les transformés de C, D par I’hnomothétie Hg , on aura é=§ =

Ainsi A, B, C,D étant quatre points de D, (C, D distincts), le rapport 2 ne dépend

Etant donné A, B distincts sur une droite D, I’application
D\{B} — R\{l}
MA

M —

MB
est bijective : au rapport A # 1 correspond le pointM = A + ﬁﬁ.

Théoréme 8.23. Etant donné deux espaces affines £ et £ d’espaces vectoriels as-
sociés E et E’, une application f: & — &' est affine si et seulement si elle conserve
I’alignement et les rapports de mesures algébriques.

Démonstration. Précisons la propriété « f conserve I’alignement et les rapports de
mesures algébriques». Soit A, B, C trois points alignés distincts de £ d’images A’, B, C'.
Alors A’, B/, ¢’ sont alignés et

&l

ou bien A’, B, C' sont distincts avec ;—

ou bien A’, B’, ¢’ sont confondus.
- -y —> _—>

L’unique condition A'C’ = %A’B’ englobe ces deux cas.
Si f est affine, la propriété est facile a vérifier. Inversement, supposons que f a cette
propriété. Soit 0 € £ et 0’ = f(0). Il suffit de montrer que I’application f,: £ — E’
est linéaire.
Etantdonné A € R, v € Enonnul, M =0+ 7, N =0+ A7, 0/,M, N’ les images
de 0, M, N. La propriété de f donne

o _ow it oN=xN d FoAT) = \fo(T
5w O 0'N = AD onc  fo(AT) = Afo(V)
Montrons que pour @, v dans E, fo(u + v) = fo(u) + fo(?'). On pose
P=0+7u,Q=0+77,R=0+ w + v.Alors 0,P,R, Q est un parallélogramme,
donc (0,R) et (P, Q) ont méme milieu I. Notant 0’,P’, Q’, R’ les images de 0, P, Q,R,
la propriété de f donne que (0’,R’) et (P/,Q’) ont méme milieu f(I), donc que
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0’,P’,R/, @’ est un parallélogramme, donc que

7(—> I =Ny Sy Sy T
oW +7v) = fu(0OR) =0R = 0P +0Q = fy(0P) +

— — —

fo(0Q) = fo(u)+ fo(V)
O

Proposition 8.24. de Thales. Soit P un plan affine de plan vectoriel associé P, X et
Y deux droites de P, § une droite vectorielle distincte de X' et ), A1, Ay, Az des points
de X, By, By, B3 les points ou les droites passant par A1, A, A3 de direction ¢ coupent
Y. Alorsona -

AjAz  BiBj

A A, BBs

Démonstration. En effet, la projection de P sur ) parallélement & § transforme
Ay, A5, A3 en By, Bo, B3 et conserve les rapports des mesures algébriques. O

Inversement, cette égalité de rapports n’implique pas le parallélisme des droites
(A;B;) car une application affine X — ) conserve les rapports des mesures algé-
briques, mais peut ne pas étre restriction a X d’une projection ? — ). Pour un contre-
exemple, prendre X, ) paralléles, 0 un point non sur les droites X', ), B; I’intersection
de (0A;) avec Y. L’homothétie de centre O et de rapport 8% transforme A; en B; et
conserve les rapports algébriques. On a égalité des rapports et pourtant les droites
(A;B;) se coupent en 0.

X Y
A B, ‘/ /\

A A A A B
/ ¥ 2\ A3 2

A2/ Bo ¥ As Bs
A B3 By By B3

En revanche, si on a égalité des rapports et si A; = By, alors (AsBs) et (A3B3) sont
paralléles. En effet, la projection p parallelement a (A9Bs) sur ) transforme A1, A5 en
B1, Bo. Comme p conserve les rapports des mesures algébriques, p(As) = Bs, d’ou le
parallélisme de (A2B5) et de (A3B3).

8.1.8. Divisions harmoniques

Définition 8.25. Etant donné deux points A, B distincts d’une droite D, on dit
que les points distincts M et N de D, distincts de A et B, sont harmoniquement
conjugués par rapport a A et B si on a la relation

WA WA
WE  NB
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L’application N +— % étant une bijection de D \ {B} sur R \ {1}, on voit que tout

point M € D, distinct de A, B et du milieu de (&, B) (pour —% = 1) admet un unique
conjugué harmonique N € D.
Cette relation est clairement équivalente aux relations

NA MA AM BM AN BN

— === 0lU=="=0U= = —=—

NB MB AN BN AM BM
Autrement dit, A et B jouent le méme role, de méme que M et N. De plus, M et N sont
conjugués harmoniques par rapport a A et B si et seulement si A et B sont conjugues
harmoniques par rapport a M et N. 1l s’agit donc d’une relation ou les paires de points
{A,B} et {M,N} jouent le méme rdle I’'une par rapport a I’autre, les deux points d’une
méme paire jouant aussi le méme rdle et pouvant étre intervertis. On dit alors que les
quatre points alignés A, B, M, N forment une division harmonique. C’est une configu-
ration qu’on rencontre souvent en géomeétrie.

A M B N

On a alors la relation MA - NB + MB - NA = 0 qui n’a de sens que si on a choisi un
vecteur directeur de D pour définir les mesures algébriques.

Etant donné une origine 0 € D et un vecteur directeur v, posons 0A = «, 0B = {3,
OM = z et ON = y. La relation précédente devient
2(af +ay) — (a+B)(z+y)=0
Cette relation garde un sens si trois de ces points sont confondus, par exemple M et

N avec A ou B, ce qui permet de dire qu’étant donné deux points A, B, le conjugué
harmonique de A relativement a A et B est A lui-méme.

Enfin, il est immédiat (8.23, p. 215) que les applications affines conservent les
divisions harmoniques.

Proposition 8.26. Relation de Newton. Soit A, B, M, N quatre points alignés, I et J
les milieux de (A, B) et de (M, N). On a équivalence entre

(i) Les quatre points A, B, M, N sont en division harmonique.
(ii) TA* = TB> = TM x 1IN,
(ii1)IM° = IN° = JA x JB.
Démonstration. 1l suffit de placer I’origine 0 en I ou J. d

Plus généralement, on définit le birapport de quatre points alignés distincts
A, B,M, N comme étant
AM BM MA NA AM BN
[A7B7M,N]::::::Z:::X:
AN BN MB NB BM AN
ou le signe : signifie divisé par. Ainsi, A, B, M, N sont en division harmonique si et
seulementsi [A,B,M,N] = —1.0na|A,B,M,N] = [B,A,N,M|] = [M,N, A, B] = [N, M, B, A].
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En revanche, pour d’autres ordonnancements, le birapport change. Par exemple,
_ 1

[A,B,N,M] = G5
Proposition 8.27. Faisceaux harmoniques. Dans un plan P, soit quatre droites
distinctes, concourantes ou paralléles, A, B, M, . S’il existe une sécante D coupant
A, B, M, N en quatre points distincts A, B,M,N formant une division harmonique,
il en est de méme pour toute autre sécante D’ coupant ces droites en quatre points
distincts.

On dit alors que A, B, M, N forment un faisceau harmonique ce qu’on indique
par la notation [A, B, M,N] = —1.

Démonstration. a) Si A, B, M, N ont méme direction ¢, on utilise la conservation
des rapports des mesures algébriques par projection suivant 6 d’une sécante D sur
I’autre D'.

b) Supposons A, B, M, N sécantes en 0 et les sécantes D et D’ paralleles. On conclut
en utilisant la conservation des rapports des mesures algébriques par I’homothétie de
centre 0 transformant D en D’.

¢) Supposons A, B, M, N sécantes en 0 et D, D’ de directions distinctes coupant A,
B, M, N en respectivement A,B,M, N et A, B/, M, N’. On doit prouver I’équivalence

([A,B,M,N] - —1) o ([A’,B’,M’,N’] - —1).

0
B
P
A M B D N
Q
Soit D] la parallele a D’ passant par M coupant A, 3, M, N en respectivement A, B/,
M; =M, N}|. D’aprés b), [A’,B’,M',N'] = —1 est équivalenta [A},B},M;,N}] = —1. On

est donc ramené a prouver I’équivalence
([A,B,M,N] = —1) & ([A’l,B’l,M’l,N’l] = —1)
Soit la parallele a A/ passant par M coupant A, B en P, Q. Considérant les homothéties
de centres A et B transformant (PQ) en V, on a les égalités :
AM MP BM MQ
AN NO'BN NO

Ona|[A,B,M,N|] = —1 si et seulement si ces rapports sont opposés, i.e. si M est milieu
de (P, Q). Le méme raisonnement appliqué a D} permet de conclure. O
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La preuve précédente permet de compléter ainsi cet énoncé : quatre droites
A, B, M, N concourantes forment un faisceau harmonique si et seulement si une
paralléle a \ coupe A, B, M en P, Q, M de sorte que M soit milieu de (P, Q).

Exemple : On verra (8.40, p. 227) qu’étant donné deux droites A et B d’un plan

affine euclidien sécantes en 0, si M et A sont les bissectrices de (Z,\B), alors
[A,B,M,N]|=—1.

8.1.9. Théorémes de Ménélaiis et de Céva

Ce sont des théorémes de géométrie plane. La scéne se passe dans un plan affine P de
plan vectoriel associé P.

Proposition 8.28. Soit un triangle ABC, P, Q, R des points de (BC), (CA), (AB) distincts
des sommets.

() Les points P, Q, R sont alignés si et seulement si

3ll |
X

Démonstration. Les propriétés (i) et (iz) sont les théoréemes de, respectivement,
Menélais et Céva.

(i) Théoreme de Ménélals. Supposons P, Q, R alignés. Soit les homothéties Hp, Hg
de centres P, Q de rapports % et 8:2 Elles transformant respectivement Ben C et C en A.

Si Hq o Hp était une translation, ce serait

. . — —
A Tg;; c’est impossible car BA et PQ sont
non colinéaires. C’est donc une homothétie
de centre sur (PQ) et aussi sur (AB) car

transformant B en A. Son centre est donc

R R et son rapport est
RA PC QA
Q = = X pr—
RBPBOC
B &~ P d’ou I’on déduit la relation.

Inversement, supposons la relation véri-
.y, — —
fiée. Comme RA # RB,

RA PC , QC
RB# PB#QA
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La droite (PQ) n’est donc pas parallele a (AB) et la coupe en un point R’ qui d’apres la
partie directe vérifie

WA _PC W
RB PB QC
La relation donnée implique donc % = %, d’ol R = R’. Les points P, Q, R sont donc

alignés.

(7) Théoréeme de Céva. a) Supposons (AP), (BQ), (CR) concourantes en I. L'appli-
cation du théoreme de Ménélals aux triangles ABP et APC munis respectivement des
sécantes (CR) et (BQ) donne :
IA RB CP IP BC QA
:X:X::17:X:X::
IP RA CB IA BP QC
On obtient le résultat annoncé en multipliant ces deux relations.
b) Supposons (AP), (BQ), (CR) paralléles. Par projection sur (BC), on a

QA BP KB CB

QC BC RA CP
d’ou le résultat en multipliant ces égalités.

B P\ C B P C
Réciproquement, supposons la relation satisfaite.

¢) Supposons (BQ) et (CR) sécantes en I. Montrons que (AI) et (BC) ne peuvent pas
étre paralléles.
Supposons qu’elles le soient. Soit les homothéties H et Hy de centres Q et R transfor-
mant C en A et A en B. On aurait Hq(B) = I et Hg(I) = C. Alors Hy o Hg échangerait
B et C et serait une symétrie centrale, donc une homothétie de rapport —1. On aurait
donc
ﬁ p—
==
ce qui est impossible car B # C.

R_B_

X =-1

| o
a8l =l
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Donc (AI) coupe (BC) en un point P’. Par la partie directe, on a

P'B QC LRA PB Q_C RA

= —1 == X = _—
p’c QA RB PC QA " 7B
4d11it PB __ P’B /
Onendeduit oz = =, d’ ouP=".
d) Supposons enfin (BQ) et (CR) de méme direction §. La droite passant par A de
direction § coupe (BC) en P’. On voit de méme que P = P, O

8.1.10. Géométrie sur une droite affine réelle

Soit D une droite affine de direction D, trois points distincts A, B, C de D, % un vecteur
directeur de D. On dit que C est entre A et B si les vecteurs collnealres AC et CB sontde
méme sens : les mesures algébriques AC et CB ont méme signe, son > 0. Le pointC

est entre A et B si et seulement s’il est entre B et A. En effet, les rapports AC et B¢ BC sont
inverses, donc de méme signe.

Proposition 8.29. Etant donné trois points distincts A, B, C de D, il en est un et un
seul qui est entre les deux autres.

Démonstration. On a
— — — — —
AC+CB+BA=(AC+CB+BA)U = 0
d’ou AC + CB + BA = 0. Les réels AC, CB, BA ne sont donc pas de méme signe. Si BA
est d’un signe et AC, CB de I’autre signe, alors C est entre A et B. O

Définition 8.30. Etant donné deux points A,B de D, on appelle segment
d’extrémités A et B I’ensemble, noté [A,B] ou [B, A], formé de A, de B et des
points M € D qui sont entre A et B.
Un point A € D détermine deux demi-droites : étant donné un vecteur directeur
0, les demi-droites sont
. Ia demi-droite du sens de w formée des M € D tels que AV et @ soient de
méme sens,
q q s x —> 7 — — q
« la demi-droite du sens opposé a u” formée desM € D tels que AM et « soient
de sens opposes.

La bijection, représentation paramétrique de D,
R — D
A — M=A+ B
envoie [0,1] C R sur le segment [A, B] de D, car AM = MAB et MB = (1-— )\)ﬁ ont
méme sens si et seulement si A et 1 — A ont méme signe, i.e. A € [0, 1].

De méme, elle envoie | — oo, 0] et [1,+oo[ sur les demi-droites d’origine A ne
contenant pas B et d’origine B ne contenant pas A.
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Exercice 8.1. Montrer que deux droites d’un espace de dimension 3 peuvent avoir une
intersection vide sans étre paralléles

Exercice 8.2. Etant donné deux sous-espaces affines 7 et G de dimensions p et g avec
p < ¢. On dit que F et G sont paralléles si F C G.

1) Soit F' et GG deux sous-espaces vectoriels de E, A et B deux points de £. Montrer
que A + F' et B 4 G sont d’intersection non vide si et seulement si AB € F' 4 G.

2) En déduire que deux sous-espaces affines de dimensions p et ¢ comprises entre 1
et n — 2 peuvent étre d’intersection vide sans étre paralléles.

3) Montrer que si un sous-espace affine F et un hyperplan affine G sont d’intersec-
tion vide, alors ils sont paralléles.

Exercice 8.3. Dans & affine de dimension 3, quelles sont les configurations possibles
pour que trois droites distinctes D1, Do, D3 soient deux a deux coplanaires ?

Exercice 8.4. Soit un triangle ABC, une droite D coupant (BC), (CA), (AB) en A’ B’, C’
distincts des sommets, les milieux A”,B”,C"” de (A,4’), (B,B’), (C,C’). Montrer que
A”,B"”,C” sont alignés (utiliser la commutativité des homothéties / et i’ de centre C’
transformant respectivement B en A et B’ en A’ et considérer les symétriques P et Q de
C par rapport a A” et B”).

8.2 GEOMETRIE EUCLIDIENNE

8.2.1. Distance et produit scalaire

Un espace affine euclidien de dimension n est la donnée d’un espace affine £ de di-
mension n dont I’espace vectoriel associé £ est muni d’un produit scalaire euclidien
(et donc d’une norme euclidienne)

ExFE—R, (V, W)~ v - w
L’espace affine euclidien de dimension 3 est un modéle mathématique de I’espace
physique ambiant. Dans la suite, I’espace euclidien est supposé orienté. Pour I’es-
pace physique ambiant, la convention d’orientation communément employée est celle

du «bonhomme d’Ampére» ou des «trois doigts de la main droite» : pouce, index,
majeur, pour une base directe.

De la norme euclidienne de £, on déduit la distance sur £
ExE— R (M,N) — MN = ||MN|
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L’ inégalité triangulaire prend alors la forme suivante : étant donné trois points A, B, C,
on a AC < AB + BC, car, par la relation de Chasles, on a

AC = ||AC|| = [|AB + BC|| < ||AB|| + |[BE|| = AB + BC

-z -z , arz s .2 oy
Cette inégalité large est une égalité si et seulement si AB et BC sont :
« colinéaires, c’est-a-dire A, B, C alignés,
+ de méme sens, auquel cas B appartient au segment [A, C|.

Proposition 8.31. Etant donné trois points A, B, C, on a les inégalités
|AB — BC| < AC < AB+BC

Démonstration. |l suffit de prouver I’inégalité de gauche. On a AB < AC + BC, donc
AB — BC < AC. De méme BC — AB < AC, d’ou I’inégalité.

Inversement, étant donné a, b, ¢ positifs vérifiant |c — a| < b < ¢ + a, existe-t-il
des points A,B,C tels que a = BC, b = CA, ¢ = AB? La réponse est oui, mais la
démonstration n’est pas évidente (Corollaire 11.6, p. 286) O

Définition 8.32. La mesure de I’angle non orienté v, w de deux vecteurs non
nuls v et w est I’'unique nombre de [0, 7] tel que
e v w

= —
COS UV, W = =7 =
ol >

Dans I’espace physique, les notions d’angle et d’orthogonalité sont intrinseques et
ne résultent pas d’une convention alors que la distance dépend de I’unité de longueur
choisie. L’espace vectoriel E est donc muni d’une famille de formes quadratiques
définies positives proportionnelles. Les produits scalaires associés definissent les
mémes notions d’orthogonalité et d’angle. Le choix de I’un d’eux correspond au choix
d’une unité de longueur. Dans la suite, ce choix est supposé fait une fois pour toutes :
E est donc muni d’une norme euclidienne et du produit scalaire associe.

8.2.2. Orthocentre, droite d’Euler, cercle des neuf points

Proposition 8.33. Identité du produit scalaire. Soit A, B, C, D quatre points. On a
— — — — — —
DA-BC+DB-CA+4+DC-AB=0
Démonstration. En développant I’expression X suivante, on trouve 0 :
— — — —> — -
X = DA-BC+DB-CA+DC-AB

— = = - = = =

= DA- (DC — DB) + DB - (DA — DC) + DC - (DB — DA)
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Soit un triangle ABC, P, Q,R les projections orthogonales de A, B, C sur les coOtés
(BC), (CA), (AB), I, J, K les milieux de (B,C), (C,A), (A,B), I' le cercle circonscrit &
ABC de centre 0, point de concours des médiatrices de (B, C), (C,A), (A,B).

Proposition 8.34. (i) Les hauteurs (AP), (BQ) et (CR) concourent en un point D appelé
orthocentre .
) On a 0D = OA + OB + 0C.

(3i) Les symétriques A’,B’,C’ de A, B, C relativement aux c6tés (BC), (CA), (AB)
sont sur le cercle circonscrit.

Démonstration. (7) Soit P,Q,R les pieds des hauteurs issues de A, B, C. Les droites
(AP) et (BQ) ne sont pas paralleles car elles sont orthogonales a (BC) et (CA) qU| ne sont

pas paralléles. Soit D le point ou elles se coupent. Il suffit de  prouver que DC-AB=0:
—
cela vient de I’identité du produit scalaire et de ce que DA - BC = DB - CA = 0.

) 80|t H le point défini par
A gt — -
OH = OA + 0B + 0C. Montrons que H = D.
— —> —
Q Ona AH = DA—DB+DC—20I0uIeSt

milieu de (B, C). Comme 0 est sur la médiatrice

de (B,C), AH = 201 est orthogonal 2 (BC), donc H
est sur la hauteur (AP). Il est de méme sur (BQ) et
(CR), donc H = D.

B C (d4i) Soit p la projection orthogonale du plan sur

2
o

PLI la hauteur (AP). Il suffit de montrer que 0 est sur la
médiatrice de (A, A’), donc que p(0) = « est milieu
/ 2z s - = = .
S de (A, A"). L’égalité 0D = 0A+0B+0C devient (car
A P est milieu de (D, A))

o - T Y
aD=aA+20P =ahA+aD+ ahA” dou aA+ad" = 0
O

Proposition 8.35. (i) I existe une homothétie de rapport —1 transformant A, B, C,D

en I,J,X,0. Soit G son centre.

(i) Les homothéties b’ = H; _. et h” = Hy 1 transforment le cercle I circonscrit &
) 2 2

ABC en un cercle ~ passant par I, J,K, P, Q,R, les milieux A”,B” C” de (D, A), (D,B),

(D, C).

Démonstration. (i) L’homothétie H, . transforme B et C en X et J, donc

73 1n4 1~3 Atin 7/ 1

KJ = 5BC = —35CB. On a donc une homothétie 4" de rapport —5 transformant

B,Cen J,K (8.6, p 233) Son centre G est commun aux médianes (BJ) et (CK). On a
~ —_— 1 — / L .

de méme KI = ——CA etIJ= —5AB, donc 1/(A) = I. Les medianes (AI), (BJ), (CK)

joignent chaque sommet a son image par k', donc concourent en le centre G de i’. On
dit que G est centre de gravité ou isobarycentre (voir chap.9) du triangle.
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La hauteur (AP) se transforme par i’ en la paralléle passant par I, qui est donc la
médiatrice de (B, C). Les deux autres hauteurs se transforment de méme en les deux
autres médiatrices. Donc h/(D) = 0, point de concours des médiatrices.

Le centre de gravité G, I’orthocentre D et le centre du cercle circonscrit 0 sont alignés
car h'(D) = 0. La droite portant ces points est la droite d’Euler du triangle.

(i7) L’homothétie /' transforme I" de rayon R et de centre O en le cercle circons-
crit v a IJK de rayon %R et de centre Q, milieu de (D,0) . Il en est de méme de
h" = Hp 1. Les symétriques A’,B’,C" de D relativement aux cotés sont sur I" (8.34)
donc A”(A") = P, W"(B') = Q, h"(C") = R sont sur v = A”(T"). Enfin ~ passe par
A" = B’ (n),B” = B’(B),C” = h”(C), milieux de (D, 4), (D,B), (D,C). Le cercle v
s’appelle le cercle des neuf points du triangle ABC. O

~N =

Définition 8.36. Soit un triangle ABC non rectangle d’orthocentre D. On a
guatre points et quatre triangles, chaque point étant orthocentre du triangle
formé par les trois autres. On a six droites : les cOtés et les hauteurs
d’un quelconque des quatre triangles. On dit que A, B, C,D sont en situation
orthocentrique. Les pieds des hauteurs P,Q,R sont les mémes pour les
quatre triangles et sont sommets du triangle orthique de la configuration
orthocentrique. Le cercle des neuf points est le méme pour les quatre triangles.
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8.2.3. Isométries

Définition 8.37. Une application affine f: £ — & est une isométrie si
I’application linéaire associée f: E — E est une isométrie vectorielle.
Autrement dit, I’ensemble des isométries de £ est image réciproque du sous-
groupe O(E) C GL(FE) par le morphisme f — f, GA(£) — GL(E). C’est
un sous-groupe O(E) C GA(E). Une isométrie f est un déplacement (resp.
un antidéplacement) si det f = +1 (resp. det f = —1). Les déplacements
forment un sous-groupe distingué SO(E) d’indice 2 de O(E).

Une isométrie f conserve les distances : pour M et N d’images f(M) = M’ et
— —
FN) = N, onaMN = |MN|| = |[f(MN)| = |MN| = MN. On montre plus
généralement que toute application £ — £ (non supposée a priori affine) conservant
les distances est une application affine, donc est une isométrie au sens précédent.

Proposition 8.38. Réflexions. Etant donné un hyperplan affine 7, il existe une
unique isométrie, notée o4, dont I’ensemble des points fixes est 7. Son application
linéaire associée est la réflexion vectorielle autour de I’hyperplan vectoriel 7. On dit
que oy, est la réflexion d’hyperplan H.

Démonstration. Supposons qu’une telle isométrie o existe. Alors & laisse fixes les
vecteurs de H et n’est pas I z car o n’est pas une translation. Donc & est nécessairement
la réflexion vectorielle sz;. L’application lingaire associée & = s3; et I’image de tout
point de H étant imposés, o est unique.

Inversement, soit un point 0 et un hyperplan vectoriel H. L’application affine d’ap-
plication linéaire associée sz et conservant 0 est une isométrie dont I’ensemble des
points fixes est I’hyperplan affine H = 0+ H. O

La droite vectorielle § = 7 est propre pour sz pour la valeur propre —1. Soit un
point M ¢ H et H la projection orthogonale de M sur 7, intersection de la droite affine

M+ 0 avec ‘H. L’image M’ = o4 (M) est donnée par HM' = s3;(HM) = —HM. Ceci décrit
I’action de la réflexion o.

Proposition 8.39. Les réflexions affines engendrent le groupe des isométries affines

o(¢).
Démonstration. Montrons que toute isométrie f est composée de réflexions.
_— —
1) Cas ou f a un point fixe 0. On vectorialise en 0. Pour toutM, 0f (M) = f((ffl). On sait
qu’il existe des réflexions vectorielles s1, . . ., s, d’hyperplans vectoriels H1, ..., H),

telles que f = sy 0+ - - o s,,. Pour tout 4, soit o; la réflexion affine d’hyperplan 0 + H..
Alors oy o --- 0 0, = f car c’est I’application affine laissant O fixe d’application
linéaire associée G170 - 05, = f.
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2) Cas ou f n’a pas de point fixe. Soit 0 € £, 0" = f(0) et H I’hyperplan média-
teur de (0,0’) : hyperplan orthogonal a (00’) passant par le milieu de (0,0’). Alors
g = oy o f est une isométrie laissant O fixe. Il suffit d’appliquer ce qui précede a g
puis d’utiliser la relation f = o3 0 g. O

Comme en algebre linéaire, cette décomposition d’une isométrie en composée de
réflexions f = oy o --- o g, N’est pas unique, mais la parité de p est un invariant. En
effet, f =510+ 07, det(f) = (—1)P, d’ou p est pair pour un déplacement, impair
pour un antidéplacement.

Proposition 8.40. Bissectrices. A, B sont deux droites d’un plan, sécantes en 0. |l
existe deux réflexions qui les échangent, et leurs axes M, N sont caractérisées par les
propriétes :

(i) M et N sont orthogonales,

(i7) le faisceau A, B, M, N est harmonique.

Démonstration. Supposons que X est axe d’une réflexion o échangeant A et B.
Comme {0} = AN B, {c(0)} = o(A)No(B) =BN.A= {0} cequi implique
0 € X. Soit w et v des vecteurs unitaires de A = A et B = B. Nécessairement
() = £, et donc deux possibilités pour 7 :

* oubien échange W et v, 5(u +v) =W + v etag(u — V) = —(u — V),
alors X est la droite M passant par 0 de vecteur directeur @ + @, non nul car
A # B,

+ oubienz échange wWet—v,7(u — V) =" —veta(d +0) = —(u +0),
alors X est la droite A/ passant par O de vecteur directeur @ — @', non nul car
A # B.

Inversement, les réflexions d’axes M et
N conservent 0 et échangent les droites
vectorielles A et B, donc échangent les
p A droites affines A et B. Ce sont les deux
réflexions annoncées.
M Comme

> M (@+70) (U -7) = TP~ 7)* =0,

M et N sont orthogonales.
Q SoitP € A, Q = om(P). Alors (PQ) est
g parallele a N et coupe M en M
N milieu de (P,Q). On en déduit que

[A, B, M, N] = —1(8.27, p. 218)

Réciproquement, soit M, A/ orthogonales en O telles que [A, B, M, N]| = —1. Pour
tout P € A, la paralléle a N passant par P coupe BB en Q et M en M tels que M soit
milieu de (P, Q). Donc Q = o A((P) et or¢ échange bien A et .

On dit que M, N sont les bissectrices de (Z,\B). O
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8.2.4. Classification des isométries

A une isométrie affine f, on associe le sous-espace Fix(f) = FE; des vecteurs fixes

par f, sous-espace propre de f pour la valeur 1 (réduit a {6)} si 1 non valeur propre).

Deux cas se présentent :

* ou bien f est a points fixes : I’ensemble Fix(f) des points fixes par f est non vide,

» ou bien f estsans points fixes : aucun point de £ n’est fixe par f (cas des translations
par exemple).

Le cas ou f a un point fixe 0 est plus facile a imaginer. Par vectorialisation en 0, f

— e d —
opére comme f : pour tout M, 0f (M) = f(lﬁ). Le b) de la proposition suivante montre
comment f opere si elle est sans point fixe :

Proposition 8.41. «a) Si f est a points fixes, I’ensemble Fix(f) est un sous-espace
affine de direction E et tout sous-espace de direction Ef est stable.

b) Si f est sans point fixe, il existe un unique vecteur v et une unique isométrie affine
a points fixes f; tels que f = T+ o f1 = f1 o T ; de plus, v € Ej et la restriction
de f a Fix(f1) est la translation T.

c¢) L’entier n — dim £ est pair ou impair selon que f est un déplacement ou un
antidéplacement.

Démonstration. On sait (voir la proposition 7.9, p. 185) que E; = Ker(Ig — f) et

Im(Ip — f) sont supplémentaires orthogonaux.
—_—

a) Supposons f & points fixes. Soit 0 € Fix(f). Pour tout M, 0f (M) = T(WI), donc
f(M) = M si et seulement si T(WI) — OM, ie. OM € Ey, ie. M € 0+ Ey. Ainsi,
Fix(f) = 0+ E; est sous-espace affine de direction E;.

Un sous-espace JF de direction Ei- coupe Fix(f) en un point H fixe (p. 210). On a
f(F) = f(8)+ f(E{") = Fcar f(H) = Het f(E}) = Ef.

b) Supposons f sans point fixe. On est ramené a chercher w = — o vérifiant deux
conditions :

(1) d’une part T doit commuter avec f,

(2) d’autre part f; = T+ o f doit étre a points fixes.

siTw = foTy o f~1. Laconjuguée de T par f étant f o T o =
(p. 213), il faut et il suffit que w = (), donc que o € Ej.
2) Soit A fixé dans £. Pour tout point 0 € £, ona

(T 0 £)(0) = £(0) + W = f(A) + F(RO) + W = A+ Af(A) + F(AD) + o

1) La translation T— commute avec f si et seulementsi T— o f = f o T—, donc
—1 _
!

(W)

e g . . . 2 —=,— —
Pour que 0 soit fixe par T— o f, il fautet il suffitque 0 = A+Af(A)+ f(AQ)+ u, donc
—_— —
que Af(A) = (Ig — f)(A_d) — . Donc T+ o f aura un point fixe si et seulement si
TR — — N , — =
Af(A)estsommede v = —u appartenanta E et d’un vecteur du type (IE—f)(AD)
de Im(Ig — f) = Ef-.
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En utilisant la décomposition en somme directe orthogonale £ = E; &+ Ei-, on voit

S , . —
que Af(A) se décompose de facon unique en somme d’un vecteur —w’ € Ej et d’un
vecteur de B = Im(Ig — f).

c) Le polyndme caractéristique de f est Xp(X) = (X = DP(X + 1)1Q(X)
ou p = dimFE; et Q na pas de racine réelle, donc est de degré pair. Alors
q =n —p— deg @ alaméme parité que n — p. d

Les isométries sans point fixe, du type f = Ty o fi = fro Ty (V # 6},
Fix(f1) # ¢) sont les isométries glissées, v € E; est le vecteur de glissement.
Les isométries a points fixes sont a glissement nul. On classe les isométries affines
dans un tableau selon qu’elles sont ou non glissées (2 cas) et selon la valeur de
dim F; € {0,1,...,n} (n+ 1 cas). Voici quelques cas particuliers :

+ Casou 1 n’est pas valeur propre. En ce cas dim £; = 0 et Iz — f est bijective

de F sur lui-méme. Soit A un point de £. Pour que 0 € & soit fixe, il faut et il suffit
_— — —
que Af(a) = (Ig — f)(A_d). Comme Ip — f est bijective, il existe un unique point
— —_—

fixe0 = A+ (Ig— f)"*(Af(A)). Uncas sur les 2n -+ 2 recensés ne se produit pas :
il n’existe pas d’isométrie glissée si dim £; = 0.

e CasoudimE; =n. Ona f =1Ig,
— ou bien f = I¢ est I’identité,
— ou bien f = T est une translation.

e Casoudim E; =n — 1. Alors E; est un hyperplan et f est la réflexion autour de
I’hyperplan E;.
— ou bien f est une réflexion d’hyperplan affine 7 de direction E'1,
— ou bien f est composée commutative d’une réflexion f1 d’hyperplan H de direc-

tion H = E; et d’une translation T o0 v € E;. Ondit que f est la réflexion
glissée d’hyperplan H et de vecteur v'.

En dimension 2, on a cing types d’isométries :
e dim E; = 2, les déplacements identité et translations,

« dim F; = 1, les antidéplacements réflexions et réflexions glissées autour d’une
droite,

e dim F; = 0, les déplacements rotations dotées d’un centre et d’un angle.

Rappelons qu’étant donné deux droites A et 3 d’un plan, la composée de réflexions
op o o4 estle déplacement :

» T si Aet B sont paralléles, B étant image de A par la translation de vecteur %7
orthogonal & ces droites,

* rot(0,0) si A et B sont sécantes en 0, 13 étant image de .A par la rotation de centre
0 etd’angle 6.
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8.2.5. Isométries en dimension 3

On a sept types d’isométries :
e dim F; = 3, les déplacements identité et translations,
« dim E; = 2, les antidéplacements réflexions et réflexions glissées autour d’un plan,

« dim E; = 1, les déplacements rotations et vissages (rotations glissées) autour d’un
axe,

« dim F; = 0, les antidéplacements isométries a point fixe unique, dont les symétries
centrales sont un cas particulier.

L’espace E de dimension 3 étant oriente, les données nécessaires pour définir une
rotation f sont :

e un axe D muni d’une orientation donnée par un de ses deux vecteurs unitaires
directeurs w,

 un angle 6 défini modulo 2.

La donnée du vecteur w déterminant I’orientation de D permet de définir une

. . . =1
orientation sur le plan vectoriel orthogonal D~ = P : une base (', v') orthonormale
de P sera dite directe si la base orthonormale (', v, w) de E est directe. Pour tout
Q € D, leplan P, = Q + P est stable et f induit sur Py la rotation de centre Q et

d’angle 6.
Si on remplace W par — W et 6 par —6, on obtient la méme rotation?.

Un vissage d’axe D est composé d’une rotation d’axe D et d’une translation T
ol ¥ € D. Le vecteur de glissement peut servir & orienter D.

Définition 8.42. Soit une droite D. La rotation d’axe D et d’angle 7 est le
retournement (ou symétrie axiale) d’axe D, noté pp. Comme 7 et —7 sont
congrus modulo 27, il n’est pas besoin en ce cas d’une orientation sur D.

Proposition 8.43. En dimension 3, tout déplacement f est un composé de deux
retournements.

Démonstration. Soit f un déplacement. Alors f est une rotation vectorielle d’axe une
droite vectorielle D orientée et d’angle 6. Soit D4 une droite vectorielle orthogonale
a D, D, I’image de D, par la rotation vectorielle d’axe D et d’angle g r1 et ry les
retournements vectoriels d’axes D1 et Dy, on sait alors que f = 75 o 71.

a) Cas ol f = T+ est une translation. Alors f = Ip. Ce qui précéde est encore
valable en prenant D = Vect(@'), Dy = Dy = § orthogonale & D. Soit 0; un point,
0, = 07 + %7, D1 = 01 4+ 9, Dy = 09 + 9, p1 et ps les retournements affines

1. C’est une difficulté de ne pas pouvoir choisir canoniquement I’orientation de D. Alors qu’en géométrie
plane, une rotation est définie de fagon unique par son centre et son angle, il n’en est pas ainsi en dimension
3.
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d’axes Dy et Dsy. Alors ps o p1 are o vy = I pour application linéaire associée,
donc est une translation. L’image de 07 est p2(0;) = 01 + 2CTO£ = T—(0y), donc
peopr =Ty = f.

b) Cas ou f est une rotation d’axe D. Soit un point 0 € D, les droites affines
D1 =0+ D1 et Dy = 0+ Do, py et ps les retournements affines autour de D et
D,. Alors o3 = 79, p1 = 71, dONC po o py laisse 0 = f(0) fixe et admet 7y 07y = f
comme application linéaire associée. On a donc f = p4 o p1 (p. 209).

c) Casou f estunvissage : f = T— o g = g o T oU g est une rotation d’axe D
ayant @ pour vecteur directeur. Soit D3 une droite coupant D orthogonalement et p3
le retournement d’axe Ds.

Par b), on peut écrire g = p3 o p; OU pp est le retournement dont I’axe D, se déduit de
D5 par la rotation d’axe D et d’angle — g

Par a), on peut écrire T = pa o p3 OU po est le retournement d’axe D2 ou Dy se
déduit de D3 par la translation Tiz.

Onen déduit f =T+ o g = (p2 0 p3) o (p3 © p1) = p2 © p1. O

Les isométries ayant un unique point fixe 0 sont des antidéplacements. La symétrie
centrale Sy de centre 0 (homothétie Hy —1) est un exemple. Soit f une isométrie
distincte de Sg de seul point fixe 0. Alors ¢ = Sg o f = f o Sg est un déplacement
ayant 0 pour point fixe; g est distinct de I’identité car f est différent de Sq. Par la
classification des déplacements, g est une rotation d’axe D passant par 0. Ainsi f se
décompose de fagon unique en f = Sgog = goSg ol g est une rotation d’axe passant
par O.

8.2.6. Similitudes en dimension 2

Définition 8.44. Soit P un plan affine euclidien orienté de plan vectoriel
associé P. Etant donné k& > 0, on appelle similitude de rapport & toute
application affine f ayant la propriéteé :

pour tout couple (M, N) de points de transformés M’ = f(M) et N’ = f(N), on a
M'N' = k x MN. Autrement dit, f multiplie les longueurs par k.

» Les isométries sont les similitudes de rapport 1.
» Une homothétie de rapport £ est une similitude de rapport k.

Lemme 8.45. Soit f une similitude de rapport k. Alors f est composée (d’une infinité
de fagons) d’une homothétie h de rapport £k et d’une isométrie u. Ona det f = +k2.

Démonstration. Soit 4 une homothétie de rapport k. Alors f o h=! = « est une
isométrieet f =uo h.Ona

f=Tuoh="o (£klp),
d’ol det f = det @ x det(+klp) = detw x k2. Comme det @ = 41 selon que u est
directe ou indirecte, det f = +k2. a
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Définition 8.46. On dit que f est une similitude directe si det f > 0, indirecte
sidet f < 0.

» Une isométrie est une similitude directe ou indirecte selon qu’elle est directe ou
indirecte comme isométrie.

» Les homothéties sont des similitudes directes.

L’énoncé suivant est immédiat : Les similitudes forment un groupe Sim(P).
L’application associant a une similitude son rapport f — k(f) est un morphisme
Sim(P) — R*T dont le noyau est le sous-groupe des isométries O(P). Les
similitudes directes forment un sous-groupe Sim™ () d’indice 2.

Proposition 8.47. Soit une similitude f de rapport k £ 1. Alors :
a) f a un unique point fixe 0,

b) il existe un unique couple (h,u) d’une homothétie h de rapport positif et d’une
isométrie u telsque f = hou =wuo h.
L’homothétie h est de rapport k et de centre 0. L’ isométrie est
 une rotation de centre 0 si f est directe,
« une réflexion d’axe passant par 0 si f est indirecte.

c) f conserve les angles ou les change en leurs opposés selon que f est directe ou
indirecte.

Démonstration. a) Soit A € P. Pour toutM € P, ona

MF(M) = Mf(A)+ f(A)f(M) =Mf(A)+ f(AM)
— WA+ Af(A) — T Ip — F ) (A¥)

J
l

=
=
I
=
~
—~
=
~
|

. . . L N\ —s
Un point 0 est fixe si et seulement si Af(A) = (Ip - f) (AQ). Comme k # 1, 1 n’est

pas valeur propre de f, donc Ip — f est bijective. L’unique point fixe 0 est donc défini
— _ —_—

par K0 = (Ip — f) ™' (Af(8)).

b) Supposons qu’il existe un couple (h,«) d’une homothétie positive et d’une rota-

tionutelque f = hou =woh. Alors k(f) = k(h)k(u) = k(h), donc I’homothétie

positive h est nécessairement de rapport k. Soit Q le centre de k. Alors h = uohou™!

est de centre @ = u(Q) (p. 213). Donc Q est fixe par & et u, donc par f, d’ou Q = 0 est

I’unique point fixe de f. Nécessairement, h = Hg .

Inversement, f o Hg o =1 est I’lhomothétie de méme rapport et de centre £(0) = 0.

Donc Hy ;, commute avec f. L’applicationu = f o H&}g = Ha’}C o f est une isométrie

commutant avec Hg .
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Onadet f = k% det @, donc f est directe ou indirecte selon que u est un déplacement
ou un antidéplacement. Comme «(0) = 0, w est une rotation de centre O si f est
directe, une réflexion d’axe passant par 0 si f est indirecte.

c) Comme les homothéties conservent les angles, f = Hg ;, o u et u ont méme action
sur les angles.

Si f est directe, on dit que f est la similitude directe de centre 0, de rapport k et
d’angle 6, elle est notée sim(0, &, 6). O

EXERCICES

Exercice 8.5. Soit dans un plan affine P trois droites distinctes A, 3, C et deux droites
vectorielles F' et (G distinctes des directions de A, B, C. Au point M € A, on associe le
point N = f(M) ou la droite M + F' coupe B et le point P = ¢g(N) = h(M) ou la droite
N+ G coupe C. Les droites (MN) et (NP) sont donc de directions fixes F' et G si M décrit
A. La question est : la direction de la droite (MP) reste-t-elle fixe ?

1) Montrer que c’est le cas si A, 3, C sont concourantes ou paralléles.

2) On suppose que les droites A = (BC), B = (CA) etC = (AB) forment un véritable
triangle de sommets ABC. Montrer que (MP) a une direction fixe si et seulement si
F=aG.

Exercice 8.6. Dans un plan affine, soit A, By distincts, A € R, distinct de 0,1, —1,
— —
Ay, By tels que A3By = AA{B;.

1) Montrer qu’il existe exactement deux homothéties H' et H” transformant la paire
de points {A1,B; } en la paire de points {A2,B2}.

2) Soit 0’ et 0” les centres de H' et H”, I; et I les milieux de (A1, By) et (As, Bg).
Montrer que 0’,0”, I, I, sontalignés et que [0’,0”, 11, I5] = —1.

Exercice 8.7. Soit un triangle ABC, P, Q, R les milieux de (B, C), (C,A), (A,B), A", B,
des points de (BC), (CA), (AB), A”, B”, C” leurs symétriques respectifs par rapport a
P,Q,R.

Montrer que s (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes ou paralleles si et seulement
s’il en est ainsi pour (AA”), (BB”), (CC").

Montrer que A’, B’, C’ sont alignés si et seulement s’il en est ainsi pour A”,B”, C".
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Exercice 8.8. Soit ABC un triangle, A’,B’,C’ des points de (BC), (CA), (AB). Les
paralléles a (AC) passant par A’, (BC) passant par B’, (CA) passant par C’' coupent
respectivement (CA) en B”, (AB) en C”, (BC) en A”.

Montrer que (AA’), (BB'), (CC’) sont concourantes ou paralléles si et seulement s’il
en est ainsi pour (AA"), (BB”), (CC”).

Montrer que A’, B, C’ sont alignés si et seulement s’il en est ainsi pour A”,B”, C".

Exercice 8.9. Soit un triangle ABC, une droite ne passant ni par les sommets, ni par
les milieux des cotés coupant (BC), (CA), (AB) en A’, B/, C'. Soient A”, B”, C" les
conjugués harmoniques de A’,B’,C" par rapport & (B,C), (C,A), (A,B). Donner les
relations d’alignement entre A’, B’, ', A” B”, C” et de concours ou parallélisme entre
(An"), (BB'), (CC’), (AA"), (BB"), (CC").

Exercice 8.10. Quadrilatére complet.  Soit un triangle ABC, A’,B’,C’ sur (BC),
(ca), (AB) alignés. On suppose que les droites (AA’), (BB') (resp. (BB'), (CC’), resp.
(CC’), (AA")) sont sécantes en R (resp. P, resp. Q). Montrer que

[A,4,Q,R] = [B,B/,R,P] = [C,C’,P,Q] = —1

Exercice 8.11. Soit A, B deux points distincts, I le milieu de (A, B) et D la droite (AB).
A tout M € D, on associe son conjugué harmonique N relativement & A et B.

1) Montrer que pour que M soit entre A et B, il faut et il suffit que N ne soit pas entre
AetB.

2) Montrer que I’application M — N induit une bijection entre le segment [I, B] privé
. . . -, —
de I et la demi-droite limitée par B du sens de AB.

Exercice 8.12. Soit P un plan euclidien orienté, 0 un point de P, 6 un angle. Montrer
que la conjuguée de la rotation f = rot(0, #) de centre O et d’angle 6 par une isométrie
g est la rotation de centre g(0) et d’angle # ou —6 selon que g est un déplacement ou
un antidéplacement.

Exercice 8.13. Soit une rotation f d’axe une droite D orientée par un vecteur unitaire
—_—
k et d’angle 6. Déterminer I’ensemble des isométries commutant avec f.

Exercice 8.14. Soit dans un plan euclidien P des points A, B, A’, B tels que A # B et
A" = B'. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s telle que s(A) = A’ et
s(B) =B,
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PROBLEMES
Les corrigés de ces problémes sont disponibles sur le site de Dunod : www.dunod.com.

8.1. PROBLEME

Soit un espace affine £. On donne trois vecteurs colinéaires distincts de méme sens
U1, U3, U3, trois points Aq, Ao, A3 de £ et les trois points By, By, B3 0U B; = A; + ;.
Pour deux indices distincts i, j de {1, 2,3}, on définit \;; > 0 par v; = \;;v;. Soit
H ; (resp. HY,) ’homothétie de rapport \;; (resp. —\;;) de centre 07 ; (resp. 07 ;)
transformant A;, B; en A;, B; (resp. B;, A;) (8.6, p. 233).

1) Montrer que 0 ; = 0}, et 07 ; = 07 ;. On notera ces points 0}, et 0;; ou k est le
troisieme indice de {1, 2,3} distinct de i et ;.

2) Quels alignements a-t-on entre les six points 0%, 05, 05, 0, 0, 0% ?

3) Faire une figure ou seront représentés les six points 0%, 0, 0%, 07, 05, 0 et les
milieux I de (Al,Bl), Is de (AQ,BQ), I3 de (Ag,Bg)

8.2. PROBLEME

Soit £ affine de dimension au moins 2, f: £ — £, M — f(M) = My, une application

, - - . . — P
(non supposée a priori affine) telle que, pour tout couple de points M, N, MN et M;N;
soient colinéaires. Il s’agit de montrer que si f n’est pas constante, alors c’est une
homothétie ou une translation.

1) Montrer que si f n’est pas une application constante, alors elle est injective, ce
qu’on supposera dans la suite.

2) Montrer que si f a un point fixe 0, c’est une homothétie de centre 0.
3) Montrer que si f n’a pas de point fixe, c’est une translation.

8.3. PROBLEME

Dans un plan affine 7 de plan vectoriel associé P, on donne une droite affine D de
direction D = D. Soit Gp le groupe des f € GA(E) induisant I’identité sur D.

1) Soit 0 € D. Montrer que pour qu’une application affine f appartienne a Gp, il
faut et il suffit que f(0) = 0 et que I’application linéaire f soit une dilatation ou une
transvection d’axe D.

2) On dit alors que I"application affine f est une dilatation d’axe D si I’application
linéaire f est une dilatation. Décrire alors I’action de f.

3) On dit que f est une transvection affine si I’application linéaire f est une trans-
vection. Montrer que les droites paralléles a D sont stables et que la restriction de f a
chacune de ces droites est une translation.
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4) Montrer que I’ensemble des transvections de Gp auquel on adjoint I’identité est
un sous-groupe commutatif distingué de G p.

5) Une application affine f dont I’application linéaire associée est une transvection
est-elle toujours une transvection affine ?

8.4. PROBLEME

Soit f une application affine d’un espace affine £ dans lui-méme.

1) On forme les sous-espaces vectoriels £y = Ker(Ig — f) et F; = Im(Ig — f).
—_—
Soit A € £. Montrer que Fix(f) est non vide si et seulementsi Af(A) € F.
En déduire que I’ensemble des points fixes Fix(f) est réduit a un unique point si et
seulement si 1 n’est pas valeur propre de f.
2) On dira que f admet une décomposition canonique si et seulement s’il
existe un unique couple (@', f1) ou f; est affine avec Fix(f1) non vide tel que

f =T o fi = f1 o T-. Montrer qu’il en est ainsi si et seulement si £ et F7 sont
en somme directe.

3) Soit £ un plan affine, D une droite, 7 une transvection d’axe D (pb. 8.3), v € E.
La composée f = T o 7 a-t-elle une décomposition canonique ?

8.5. PROBLEME (groupes diédraux et polygones réguliers)

Soit P un plan affine euclidien de plan vectoriel associé P.

1) Soit G un groupe d’isométries ne contenant pas de translation, G+ = GNSO(P)
le sous-groupe des déplacements de G. Montrer qu’il existe un point 0 € P tel que,
pour tout f € G, on ait £(0) = 0 (pour f, g dans G, considérer fogo f~1og™1).

2) Désormais, on suppose G de cardinal fini non réduit a G*. Montrer que
Card(G) = 2n est pair et que G est cyclique de cardinal n.

3) Montrer que I’ensemble des antidéplacements de G' est formé de n réflexions o,
d’axes D, passant par 0 (0 < p < n — 1), avec (D/o,_\Dp) =&,

4) Soit M distinct de 0. Montrer que I’orbite G(M) de M par G est formée

* de 2n points distincts si M n’est sur aucune des droites D,

« de n points distincts, coincidant avec I’orbite G (M) de M pour G si M est sur
I’une des droites D,,.

5) Montrer que le centre de G est {Ip} si n impair, {Ip, Sg} si n pair.

6) On fait opérer GG sur I’ensemble X des réflexions de G par conjugaison : a
(f,0) € GxX,onassocie fooo f~1. Montrer que les actions de G et G définissent
les méme orbites.
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En conclure que les réflexions de G se groupent en deux classes de conjugaison si
n est pair, une seule si n est impair. Proposer une interprétation géométrique pour les
polygones réguliers d’ordre n.

7) Montrer que si n est impair, tout sous-groupe distingué non trivial de G est
contenu dans G. Qu’en est-il si n est pair?

SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 8.1. On suppose dim £ = 3. Soit v; et v3 non colinéaires, D, une droite de
vecteur directeur v7, Ay € Dy. Si Ay ¢ Ay + Vect(v71, v3), la droite Dy = Ay + Ry
ne rencontre pas D1, mais ne lui est pas paralléle.

Solution 8.2. 1) Supposons (A + F') N (B + G) non vide. Soit M un point de I’inter-
section. Alors AM € F et BM € G, d’00 AB = AM —BM € F + G.
Inversement, supposons AB € F+G.llexiste @ € Fet v € Gtels que AB =
AlorsM=B— v € B+ G.Ona
M=AB+BN=(W+70)-T=we€F
doncMe A+ F,d’ot (A+ F)N(B+G) # ¢.
2) Soit G C E de dimension ¢, H C G de dimensionp — 1, & un vecteur non dans G
et ' = H®RZ . Alors F+G = GERZ, de dimension g+1 < n— 1 est strictement
contenu dans E. Prenons A, B dans &£ tel que AB ¢ G+RE.Alors F = A+ Fet
G =B+ G ne sont pas paralleles car F' ¢ G et F NG = ¢ puisque AB ¢ F+G.
3) Supposons F = A + F et G = B + G d’intersection vide, dimG = n — 1. Alors
AB ¢ '+ G d’aprés a). Comme dimG = n — 1, ceci impose G = F + G, donc
F C G.D’ou F et G sont bien paralleles.

-, =
u V.

_l’_

Solution 8.3. Supposons ces droites deux a deux coplanaires et montrons que néces-
sairement, D1, D4, D3 ou bien sont dans un méme plan, ou bien passent par un méme
point, ou bien ont méme direction. Soit les plans P; = (D3, D3), P2 = (D3, Dy),
P3 = (D1, D).

Cas ou les plans ne sont pas distincts. Supposons P; = Ps. Ce plan contient les
deux droites de P53, donc est aussi confondu avec Ps. Les trois droites sont bien dans
ce méme plan.

Cas ou les plans sont distincts. On a P; N P; = Dy, 1, j, k étant distincts dans
{1,2,3}.

* SiDyN Dy = {M}, alorsM € P, NP3 = Dy, les trois droites passent par M.

* Si D, et Dy sont de direction &, droite vectorielle contenue dans chacun des P,
0 = Py, NP3 = Dy. Les trois droites sont paralléles.
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Solution 8.4. En considérant des parallélogrammes évidents, les droites (B'Q),
(BCA'), (AP) sont paralleles, de méme que les droites (BQ), (ACB’), (A’P). L’homothétie
hoh' =1’ o htransforme (B'Q) en (AP) et (BQ) en (A’P). L’intersection Q de (B'Q) et
(BQ) est transformée en I’intersection P de (A’P) et (AP). Cette homothétie composée
étant de centre C’, on a prouvé I’alignement de P, Q, C’. Faisant opérer Hc,;: on a

I’alignement de A”,B”, C".

Solution 8.5. Soit My € A tel que les points My, No = f(My), P = g(Ny) soient
distincts. La question est : les droites (MP) et (MoPy) sont-elles paralléles ?

» Supposons A, 3, C paralléles. La translation de vecteur MyN transforme A en B et
— — n — — L
Men N. On adonc MN = MyNg € F et de méme NP = NoPjy € (. On en déduit

— = =

MP = MN + NP = MgNg + NgPg = MpPg

La droite (MP) est donc de direction fixe.
» Supposons A, B, C sécantes en 0. Par le théoréme de Thalés, on a

oM ON op

oM, 0N, 0P,

Par la remarque sur la réciproque du théoréme de Thalés, on en déduit que (MPg)
et (MP) sont paralleles.

* Soit ¢ (resp. ¢) la projection de P sur B (resp. C) parallelementa F (resp. G). Alors
f (resp. g) est la restriction de ¢ a A (resp. de ¢ & B). La questionest: h =go f
est-elle la restriction & .A d’une projection de P sur C? S’il en est ainsi, B=.ANC
est fixe par h. La droite B + F coupe B en f(B) = B’ et la droite B’ + G coupe
la droite C en B. La droite (BB’) a donc F et G pour direction. On a donc F' = G.
Inversement, si F' = G, le résultat est clair.

Solution 8.6. 1) Soit H' I’application affine transformant A; en A,, d’application li-

néaire associée I’homothétie vectorielle de rapport A. C’est une homothétie de rapport
—_— —_— . .

A, H'(B1) = H'(A1) + M1B; = Ay + A;By = By. Son centre est I’intersection 0’ des

droites (AlAg) et (BlBg).

Inversement, une homothétie transformant A; en A5 et B; en By est nécessairement

Hl = HO’,)\'

De méme, I’application affine H” transformant A; en Bo, d’application linéaire asso-

ciée I’homothétie vectorielle de rapport — ), est une homothétie transformant B; en

H"(A1) — AA;By = Bo + BoAy; = Ao, Son centre est I’intersection 0” des droites

(A1B2) et (BlAQ).

Inversement, une homothétie transformant A; en By et B; en A est nécessairement

HN = HUN —\-
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2) Comme H', H" respectent les rapports de mesures algébriques, elles trans-
forment toutes deux I; en I,. Onadonc I’alignement de 0’,0”, 1, I, et
0'1 0"1
2\ 2
0’1, 01,

Solution 8.7. En faisant opérer les symétries centrales de centres P, Q, R, on obtient
les égalités :

BN CA” CB’ AR’ AC’  BC”
cN  BA” AR’ CB”"  BC ACT
BA CB’ AC' CA” AB” BC'

— X = X =— = — X —— X —
CA’ AB’ BC' BA” CB”" ACY

Les théoremes de Ménélalis et Céva donnent les résultats demandés.

Solution 8.8. Le théoreme de Thalés donne
B/A MB C'B_BC AC CA
B’C AC’ C’A  BA’ A"'B  C'B
donc e
B”A C'B A'C A’B B'C C’'A
— X == X =— = — X —=— X —
B’C C’A A"B A'C B’A C'B

On applique alors les théoremes de Ménélas et Céva.

Solution 8.9. En considérant les égalités de conjugaison harmonique et I’égalité de
Ménélalis
AB AB BC  BC CA A AB BC CA
AC  AC BA BA OB OB  NC BA OB
on obtient I’alignement de (A’,B”,C"), (A”,B',C"), (A”,B"”,C’) de méme que le
concours ou le parallélisme de chacun des triplets de droites ((AA”), (BB'), (CC')),
((an), (BB"), (CC')), ((AA), (BB'), (CC”)) et ((AA"), (BB"), (CC")).

=1

Solution 8.10. On applique le théoréme de Ménélaiis aux triangles CAA’ et BAA'
coupés respectivement par les droites (RBB’) et (QCC’). Ceci donne
RA y B'C y BA/ QA CB  CA
RA’  B/A BC QA cN B
D’autre-part, (toujours d’aprés Ménélais)
AB BC CA
ANC BA CB
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En multipliant les deux premiéres relations, on obtient le résultat

—— X = = —]_ SOIt —_ = =
QA RA/ QA RA
Solution 8.11. 1) L’égalité 2 — — & montre que AM et MB = —BM sont de méme

sens si et seulement si AN et NB = —BN sont de sens opposes.

2) Prenons IB pour vecteur unitaire. On pose = = IM et y = BN. La relation de
Newton donne

1=TB°=TM x IN = TN x (IB + BN) = (1 + y)
],

L application [0, +o00[—]0,1], y — o = ﬁ est bijective, d’ou le résultat.

Solution 8.12. Ona (gorot(o,e) og—l) (9(0)) = (gorot(D, 9)) (0) = ¢(0), donc
g(0) est fixe par g o rot(0,0) o g~ 1.

Soit ey, e> une base orthonormale directe. La base 27 = g(e1), 5 = g(ez) est

orthonormale, directe ou indirecte selon que g est une isométrie directe ou indirecte.

cosf) —sind >

La matrice la rotation vectorielle rot (6) dans la base e, e est .
sinf cos@

C’est aussi la matrice de g o rot(f) o g~ ! dans la base orthonormale =7, 25 (p. 212).
Donc g o rot(f) o g~ est la rotation vectorielle d’angle # ou —6 selon que la
base orthonormale 7,25 est directe ou indirecte, c’est-a-dire selon que ¢ est un
déplacement ou un antidéplacement.

Solution 8.13. Soit R(f) I’ensemble des reperes orthonormés tels que f soit d’ex-
pression analytique

T xcosf — ysinf
frly | —fM| xsind+ycosh
z z

Si f n’est pas un retournement, les repéres orthonormés directs de R( f) sont ceux de
—

la forme (0, 2", 5, k) ol 0 € D. L’ensemble des déplacements qui commutent avec
f est formé des vissages d’axes D.

Si f est un retournement, il faut ajouter a cet ensemble les repéres orthonormés directs

—

(0,7,7%,— k). Lensemble des déplacements qui commutent avec f est formé des
vissages d’axes D et des retournements d’axes rencontrant D orthogonalement.

Si f n’est pas un retournement, les reperes orthonormés indirects de R(f) sont ceux

N
de laforme (0, 7", 7', — k ). L’ensemble des antidéplacements qui commutent avec f
est formé des symétries centrales autour de points de D.
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Si f est un retournement, il faut ajouter a I’ensemble précédent les reperes orthonor-
—_—
més indirects (0, 2, J’, k) ou0 € D.

Il faut ajouter a cet ensemble d’antidéplacements les réflexions glissées par un vecteur
de D autour d’un plan passant par D.

. H . HH H . - -
Solution 8.14. L’unique similitude vectorielle directe o transformant AB en A’B’ est de

—

A’B’ ’ e ﬁ 3 H : : Afr AT /
rapport k = - etd’angle 6 = (AB, A'B’). L’application affine s définie par s(A) = A

et s = o est I’unique similitude directe transformant (A, B) en (A’, B').
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Chapitre 9

Calculs barycentriques

L’introduction dans la section 1 de I’espace vectoriel £ des points pondérés d’un
espace affine £ permet I’application a la géométrie affine du calcul de I’algébre li-
néaire. Des applications en géométrie plane sont présentées : aire algébrique dans
un plan euclidien (9.2.1), problémes de régionnement (9.2.2), géométrie du triangle
(9.2.3). Les exercices proposés ont pour but de convaincre le lecteur de I’efficacité
des méthodes calculatoires de I’algebre linéaire. Et par exemple pour les problémes
de régionnement, I’étude du signe de certaines entités permet d’éviter de fastidieuses
discussions.

9.1 ESPACE VECTORIEL DES POINTS PONDERES

9.1.1. Barycentres

Soit un espace affine £ de dimension n d’espace vectoriel associé E. Soit (a;, M;); une
famille finie de couples d’un coefficient o;; € R et d’un pointM; € £. Deux cas sont a
distinguer pour I’application
E — FE
N
P +— Zz OéZ‘PMZ‘

Proposition 9.1. (i) Si >, o; = 0, cette application est constante et le vecteur
5. a;PM; ne dépend pas du point P € £.
(73) Si Y, a; # 0, cette application est une bijection de £ sur lui-méme.
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Démonstration. En effet, étant donné deux points P et 0, on a

> P — > il = (Y a;)P0
7 7

()

(i)SiY a;=0,>, aiﬁ => aio—l\ﬁ est indépendant de P (et de 0).
(ii) Supposons >, ; # 0. Soit v € E. Pour toutP € £, ona

Z%P_M; = Z%O_M; - (Z o;)0P

.,
o;0M; — v
donc (Z o PM; = 7) & (cﬁ - le—l)
i
I

Il existe bien un unique point P € £ tel que > o,PM; = 0. O

Définition 9.2. Si 3" a; # 0, I'unique point M tel que >°, oMM, — 0 est
appelé barycentre désM; affectés des ;. Par ce qui précéde, 0 étant donné
quelconque, le barycentre M est caractérisé par la relation

% %

9.1.2. L'espace vectoriel &
Soit I’ensemble produit R* x £ des couples (A, M) ou A € R*, ensemble dei réels
non nuls, et M € £. Considérant R* x & et E comme disjoints, soit la réunion & :
E=(R*xE)UE
le signe LI (au lieu de U) rappelant que ces ensembles sont disjoints. On va munir £
d’une structure d’espace vectoriel de dimension n + 1 sur R.
» Addition Soit x, y deux éléments de £. On définit = + y ainsi :
(1) Si x = (a,A), y = (B,B) ou a, B sont non nuls et vérifient o« + 3 # 0,
(a,A) + (8,B) = (@ + 3,0C)

avec C barycentre de «, A et 3, B.

(2) Siz = (a,A), y = (—a,B)oU a # 0,
(a,A) + (—a,B) = aBA
(3) Siz = (a,A)ola#0,y= 7,
(,A) + 0 =V + (o, A) = (a,4)
oUA" =A+ % est le translaté de A par la translation de vecteur g

(4) Siz = 7,y = v sont deux vecteurs, la somme x + y est lasomme @ + v au
sens de I’addition de E.
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e Multiplication scalaire Soit x € £ et A € R. On définit \z ainsi :

(1) SiA=0,pourtoutz € &, Oz =0

(2) Siz = (o,A)ou cx # Oetsi A #0, AMa, A) = (Aa, A)

(3) Siz = 7 € E, \v estaentendre au sens de la structure d’espace vectoriel de E.

Théoréme 9.3. L’ensemble £ muni de ces opérations est un espace vectoriel sur R
de dimension n + 1.

Démonstration. Cet énoncé remplace les énoncés habituels sur I’associativité, la

commutativité de I’opération barycentre. La démonstration est facile.

Pour I’associativité de I’addition «, 3, étant dans R* et A B,C dans &£, on doit
distinguer plusieurs cas pour prouver la formule

((avA) =+ (ﬁvB)) + (77C) = (avA) + ((ﬁvB) + (77C)>

at+B+y#0,  a+f#0,  B+7F#0
at+B+y=0, a+f#0, [B+7#0
at+B+y#0, a+f=0, [B+7#0
at+B+y#0,  a+f#0, [B+7=0

Traitons par exemple lecasot oo+ 8+ # 0, a + 3 # 0, B + v # 0. On definit
P,Q,R, S par les formules :

(,8) +(6,B) = (@ +4,P)  (a+05,P)+(7,C) =(a+F+7,R)
8,B)+ (7:0)=(B+70Q (A +(B+70=(+F+75)

Il s’agit de prouver que R = S. Soit M un point quelconque. On a

(@+B+7MR = (a+ B)MP +MC = alh + FHB + yHC
(+B+7)MS = oMA+ (B +~)MQ = aMA + BMB + AMC

Comme o+ 3+ v # 0,0naR = S, barycentre de («, A), (3,B), (v, C).

Le lecteur est invité a faire d’autres vérifications pour se familiariser avec I’espace
vectoriel un peu inhabituel des points pondérés.

Le couple (A, M) est le point M pondéré par le coefficient A appelé masse de (A, M).
On vérifie immédiatement que I’application masse

p€ — R
(AM) — A
—
v — 0

est une forme linéaire. Le noyau E est donc un hyperplan vectoriel de g, doi
dimé =dimFE+1=n+ 1. ]
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9.1.3. Nouvelles notations

L’espace affine £ s’injecte canoniquement dans g par I’injection M — (1,M). Identi-
fiant £ a son image, £ est I’ensemble des éléments de £ de masse 1, on note AM au lieu
de (A, M) le point M pondéré par la masse \. Explicitons ces nouvelles notations :

» PourM € £etv € E, M+ o est le translaté de M par la translation T, ce qui
éclaire la notation introduite au chapitre 8 (p. 204)

 Si A, B sont deux points, on peut écrire AB=B-A

* Si (a;M;), est une famille de points pondérés telle que > «; # 0, de barycentre M,
on écrit :

a;M; A+B .
ZO‘ZM = ZO‘Z )MouM = % , ainsi ; est milieu de (A, B)

e Si (aZ ;)i est une famille de points pondérés telle que > «; = 0, le vecteur
> aiPMi, indépendant de P, est noté > a;M;.

9.1.4. Sous-espaces vectoriels de £ et sous-espaces affines de &£

Soit F un sous-espace affine de & de direction~]?. On voit immédiatement que
F = (R* x F) U F est sous-espace vectoriel de €.

Proposition 9.4. L’application F +— F est une bijection de I’ensemble des sous-

espaces affines de £ sur I’ensemble des sous-espaces vectoriels de £ non contenus
dans E.

Démonstration. Montrons qu’un sous-espace vectoriel Z ¢ E de dimension d est du

type F.Posons F = Z N E, sous- espace de dimension d — 1 de E. ll existe z € Z tel
que u(z) # 0. Remplagant z par ( j» On se raméned z € £.Soit F = z+ F.Ona

.7:CZ.7: Fdlm]: d= dlmZdou]—" Z. O

On a donc deux sortes de sous-espaces vectoriels dans £:

« les sous-espaces vectoriels non contenus dans I’hyperplan E, du type F ol F est
sous-espace affine de &,

* les sous-espaces vectoriels contenus dans I’hyperplan E de E.

Les phénoménes d’incidence (alignement, coplanarité, etc.) dans £ sont des phé-
nomenes de dépendance linéaire dans £ et peuvent étre traités par des techniques
d’algébre linéaire (nullité de déterminants, etc.). Par exemple, trois points A, B, C d’un
espace affine £ sont alignés si et seulement si A, B, C sont liés en tant que vecteurs de

£.

Définition 9.5. On appelle isobarycentre d’un systéme de points M1, ..., Mg le
pointM = %(Ml + -+ M). Pour k = 2, le milieu de M, M, est %(Ml + Ma).
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9.1.5. Exemple

Soit un triangle ABC, A’, B, " les milieux de (B, C), (C,A), (A, B), G I’isobarycentre ou
centre de gravité de A,B,C. Ona

1 1 1 1
G= §(A—|—B—|—C) = §(A+2A’) = §(B+2B’) = §(c+20’)

Ainsi, A, A", G est lié dans &, donc G est sur la médiane (A4’). Il est de méme sur (BB')
et (CC’). Donc les médianes concourent en G.

.= o — . N
On aaussi GA + 2GA" = 0 et deux autres relations analogues, d’ou

_ === = == = —2
GA’ GB’ GC'
9.1.6. Repéres barycentriques
Soit un repére affine d’origine 0 et de base (e7, ..., e,). Atout M € £ correspond son

systeme (x1, ..., z,) de coordonnées avec

n n
ﬁ:ZIiB_Z?OUMIU—FZIZ‘B_;
=1 =1

Comme (e7,...,&,) est base de E et 0 ¢ E, (0,e,...,&,) est base de & et
1,z1,...,x, sontles composantesde M € £ C & dans cette base.

Définition 9.6. Un repére barycentrique ou simplexe est la donnée de n + 1
points (Ag, A1, ..., A,) nondans un méme hyperplan affine de £, donc non dans
un méme hyperplan vectoriel de £ (par exemple, trois points non alignés d’un
plan, ou quatre points non coplanaires d’un espace de dimension 3). C’est donc
une base de £. _

Un point M € & étant considéré comme vecteur de £, il existe un unique systéme
de n + 1 scalaires &, ..., &, de Rtel que M = > ( {A;.

Autrement dit M est barycentre des A, affectés des &;, avec larelation ) . & = 1,
obtenue en écrivant I’égalité des masses des deux membres :

1=puM) =p (Z&Az) = Zﬁz’
0 0

Pour tout A # 0, AM = >, (A&)A;. On dit que (Ao, A1, ..., A&,) est un
systéme de coordonnées barycentriques de M dans ce repére. Le point M a une
infinité de systéemes de coordonnées barycentriques tous proportionnels. Parmi
eux, (o, .. .,&,) estle seul dont la somme des coordonnées est 1
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Si v € E, on pourra écrire, de fagon unique v = Y, \;A; etona
0 0

9.1.7. Applications affines et applications linéaires

Soit £, & deux espaces affines, p, p’ les formes Iinégires masses. Etant donné une
application affine f: £ — &’, on définit I’application f: £ — &£’ ainsi :

YMEENVAERNAD, FOM) = f(M); VU € E, f(T)=f(7)

Proposition 9.7. Pour toute f: £ — & affine, f est linéaire. L’application f — f
est une bijection de I’ensemble des applications affines & — &’ sur I’ensemble des
applications linéaires p: & — &’ telles que ' o p = p.

Démonstration. Montrons la linéarité de f. Par définition, ona f(A\z) = Af(z) pour
tout A € Rettout z € &.

Montrons que f(z +y) = f(z) + f(y) pour tout (z,y) € € x £. Comme pour le
théoreme 9.3, p. 245, on distingue plusieurs cas. On se bornera au cas ou z = aA,
y = (B, A, B étant dans &, a, § des réels non nuls tels que a4+ 5 # 0, les autres cas se
vérifiant facilement. Soit P le barycentre de A, « et B, 3. On a aPA + ﬁﬁ — 0. Soit
P’ = f(P), A’ = f(A) et B’ = f(B). On est ramené & prouver que P’ est barycentre de
A, a et B, 3. Comme f est affine d’application linéaire associée f, on a

oP' + BP'B = af (PR) + AF(PB) = J(aPA + BPB) = 7(0) = 0

Soit z € €. Montrons que u(z) = u'(f(x)).

Siz=aheR* x & onaf(r)=af(h)eta=pu(x)=p(f(z).
Siz =" € B,alors f(z) = f(V) € F',ona0 = u(z) = i/ (f(z)).
Inversement, soit ¢: £ — & linéaire telle que p' o o = u. Comme & (resp. £') est

I’ensemble des éléments de £ (resp. 5’) de masse 1, ona go(f) C &'. On vérifie alors,
en utilisant la linéarité de ¢, que I’application f: £ — &’ induite par ¢ est affine et

que p = f. 0

9.2 APPLICATION EN GEOMETRIE PLANE

Dans cette section P est un plan affine euclidien orienté de plan vectoriel associé P.
On sait qu’étant donné un systéme de deux vecteurs @', w et une base orthonormale
directe B = (7", 7'), lavaleur du déterminant detz(v', w) ne dépend pas de la base
orthonormale directe 5. (Moir 7.3.5., page 191). On peut donc ne pas la mentionner. La
notation det (%", w ) désignera le déterminant de ces vecteurs relativement a n’importe
quelle base orthonormale directe.
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9.2.1. Aires algébriques

Lemme 9.8. Etant donné trois points A, B, C de P, on a les égalités de déterminants
— — — — — — ,
det(AB, AC) = det(BC,BA) = det(CA, CB). Leur valeur commune sera notée [A, B, C|.

Démonstration. 1l suffit de prouver une des égalités, les autres se montrant de la
méme facon. On a

det(BC, BA) = det(AC — AB, —AB) = det(AC, —AB) = det(AB, AC)
O
Le lemme montre que [A, B, C] ne varie pas si on fait une permutation circulaire

sur A,B,C et se change en son opposé si on transpose deux des lettres A,B,C :
[A,B,C] = [B,C,A] = [C,A,B] = —[A,C,B] = —[C,B,A] = —[B, A, C].

Définition 9.9. On appelle aire algébrique du triangle orienté ABC la quantité

1 1 1 1
5AB.Cl =2 det(AB, AC) = 5 det (BC,BA) = 5 det (CA, CB)
ABC étant direct si [A,B,C] est positif, inverse sinon. S’il en est ainsi, les
triangles ABC, BCA, CAB sont directs, les triangles ACB, CBA, BAC étant inverses.
\Voyons en quoi la notion précédente se raccroche a la notion d’aire d’un triangle
des classes élémentaires. Considérons un triangle direct ABC.

Soit A la paralléle & (BC) passant par A, H la

!/
A A A projection orthogonale de A sur (BC), A’ la projection
orthogonale de B sur A. Selon la notion élémentaire,
I’aire du triangle ABC est
S= 1BC><AH— 1BC><BA’
2 2
D’autre part, en prenant les déterminants relativement
B H C — —

a la base orthonormale directe (7", 7)) ou 7" et
-, . n . =2
sont colinéaires de méme sens a BC et BA/, on a

—_ —
[A,B,C] = [B,C,A] = det(BC,BA) = det(BC,BA’ + A'A)
_, —
= det(BC,BA’) =BC x BA' =28

Théoréme 9.10. Soit A, B, C un repére barycentrique de P et M un point.

Alors [M, B, C|, [A, M, C], [A, B, M] est I’'unique systéme de coordonnées barycentriques
de M vérifiant

M,B,C| + [A,M,C] + [A,B,M] = [A,B, (]
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Démonstration. Soit z, v, z le systéme de coordonnées barycentriques de M tel que
. — — —
r+y+z=10naM=zA+ yB+ 2C, d’ou AM = yAB + zAC et
[A,M,C] = det(AM, AC) = y det(AB, AC) = y[A, B, C]

On a de méme [M,B,C] = x[A,B,C] et [A,B,M] = z[A,B, C|. Ainsi, [M,B,C]|, [A,M,C],
[A, B, M] sont proportionnels & z, y, z et

[M,B,C] + [A,M,C] + [A,B,M] = (z + y + 2)[A,B,C] = [A, B, C]

9.2.2. Aires algébriques et déterminants dans I'espace P

Soit B = (7%’,77) une base orthonormale directe et 0 un point origine. Alors

(0,B) = (0,7,7) est base de I’espace vectoriel P de dimension 3 des points
pondéreés.

Proposition 9.11. Pour tout triangle ABC, on a dans I’espace vectoriel P
[A,B,C] = det g 5(A,B,C)

Démonstration. Posons 0A = a7 + 37, AB=a27 +y7 etAC =27 +1t7.
Considérons A, B, C comme vecteurs de P, alors

A = 0+0A=0+a7 +87
= e — —
B = 04+0A+AB=0+(a+2z)7 +(B+y)7y
C = 04+0A+AC=0+(a+2)7T +(B+87
1 1 1 1 00
detop(A,B,C) = |a at+x atz|=|a v =z
B Bty B+t gy t
= "z 7 | = det 5(aB,AC) = [4,B,c]
On a retranché la premiére colonne des deux autres dans le premier déterminant, puis
développé par rapport a la premiere ligne. O

9.2.3. Régionnement

Définition 9.12. Etant donné un plan affine euclidien P de plan vectoriel
associé P, une fonction affine est une application affine non constante
f: P — R. Autrement dit, f est déterminée par (p. 209)

1) Pimage f(0) € R d’un point 0 de P,
2) la forme linéaire associée f: P — R.

Pour tout point M, on a alors f(M) = f(0) + f((ﬁ).
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\oici trois aspects sous lesquels se présente souvent une fonction affine :
(1) Analytiquement. Soit (0, 2", ) un repére. Supposons f(0) = c et

Mat— —(f) = (a b) # (0 0), alors
f:M(z) — f(M)=ax+by+c

(2) Comme produit scalaire. Soit un point 0 et un vecteur non nul @', I’application
— . .
M+ OM- @ est une fonction affine.

(3) Comme aire algébrique. Soit deux points distincts A, B, I’application M — [A, B, M]
est une fonction affine.

Définition 9.13. Si f est une fonction affine, les ensembles
Ay={MeP|fM)=A}oureR

forment une famille de droites affines paralléles de direction Ker f. La donnée

de f permet de partager le plan en

¢ le demi-plan ouvert supérieur 7?J;F des M tels que f(M) > 0,

* le demi-plan ouvert inférieur 77 des M tels que fM) <0,

* ladroite V(f) des M tels que f(M) = 0.

On définit les demi-plans fermés
Pr={]fm) >0}, Py ={M|f(M)<0}

Proposition 9.14. a) La donnée d’une droite A détermine une unique partition de P
en la droite A et deux demi-plans ouverts.

b) Deux points A et B non sur A sont dans le méme demi-plan si et seulement si
I’intersection du segment [A, B] avec A est vide.

Démonstration. ) Soit des fonctions affines [, g déterminant la méme droite
A = V(f) = V(g). Les formes linéaires f et g sont proportionnelles car
Ker f = Kerg. Il existe A\ £ 0tel que g = Af. Soit 0 € A. Pour tout M, on a
= -, —

g(M) = g(0M) = Af(OM) = Af(M).

. + _ + - —
SiA>0, P =P/ etP, =P,

. - + + _ —
SIA<O0, Py =P;etP; =P,
Les notions de demi-plan supérieur et demi-plan inférieur ne dépendent pas seulement
de ladroite A, mais aussi des fonctions affines déterminant A. En revanche, la partition

du complémentaire de A en deux demi-plans ouverts est intrinseque, ne dépendant que
de la droite A.
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A b) Soit f fonction affine nulle sur A et A,B
distincts non sur A. Onavu (chap. 8, p. 221)
M que I’application
x tr> A+ tAB = (1—t)A + (B
envoie R sur la droite (AB) et I’intervalle
fermé [0,1] sur le segment [A,B]. Pour
B M= tA+(1—t)B € (A,B),0ona (9.7, p. 248)

FO0) = f(ta+(1—1)B) =tf(A)+ (1 -1)f(B)

Sitvariede 0a 1, M décrit le segment [A, B], f(M) décrit I’intervalle [f(4), f(B)]. Donc
[A, B] rencontre A si et seulement si 0 € [f(A), f(B)], c’est-a-dire si et seulement si
f(A) et f(B) sont de signes contraires, donc si et seulement si A et B ne sont pas dans
le méme demi-plan ouvert défini par A. O

Proposition 9.15. Soit (0, 2", 7) un repére orthonormé, A une droite d’équation
az + by + ¢ = 0. La distance d’un point Mo (zg, y0) & A est

lazo + byo + ¢
dMg,A) = ——n—"——
R Y N
y Mo
A
Hy
0 M x

Démonstration. La droite vectorielle A est I’ensemble des v = £7" + nJ tels que
—

aé + by = 0. C’est donc la droite vectorielle orthogonale 8 N = a7 + b 7. Soit

M(z,y) € A et Hy la projection orthogonale de My sur A. On a ax + by = —c car

M(z,y) € A. La formule se déduit alors des égalités :

— s —
MMo- N = a(xg—x)+blyo—y) = axo+ byo + ¢
MM - N| = |MHy- N|=MHy x | V|| = d(Mo, A) x Va2 + b2
O
La quantité % est la distance algébrique de My & A. Son signe dépend du

A _
sens du vecteur NV définissant I’orientation de A . Toutes les fonctions affines f telles
que V(f) = A lui sont proportionnelles.
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9.2.4. Régionnement relatif a un triangle

Soit un triangle direct ABC. Pour tout M, notons (M), y(M), z(M) les coordonnées bary-
centriques de M telles que z(M) + y(M) + z(M) = 1. Ona (9.10, p. 249)
M,B,C A M C A,B,M
rl) = B0y = By - BN
[A,B,C] [A,B,C] [A, B, C]

Les trois droites (AB), (BC), (CA) déterminent 6 demi-plans ouverts :
,C] >0} A~ ={M| M,B,C] <0}
|

At ={M|[M,B
BT ={M|[A,M,C] >0} B~ ={M|[ANC]<0}
Ct={M[[aB,M >0} C”={M|[BM<O0}

On a donc 8 régions qui sont :
ATNBTNCT A nBtTNCt ATNnB NCT ATNnBTNC™
ATNnB NnC- A nBTNnC- A nB NnC" A nB NC™

La relation [M, B, C] + [A, M, C] + [A,B,M] = [A,B,C] > 0 (9.10, p. 249) impose que
larégion A~ N B~ NC~ estvide.

Les autres régions ne sont pas vides. Par exemple, A+B—-C € AT NB*NC~
et3A —B—-Cc AT NB~NC. Larégion AT N BT NCT s’appelle Iintérieur du
triangle. L’isobarycentre G = %(A + B + C) en fait partie.

L’interprétation géométrique du théoréme 9.10 (p. 249) est que si M est intérieur au
triangle, I’aire de ABC est somme des aires des triangles MBC, AMC, ABM, ce qu’on voit
sur la figure. Si M n’est pas a I’intérieur, le théoréme 9.10 énonce que c’est encore vrai
a condition de considérer les aires algébriques.
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9.3 APPLICATION EN GEOMETRIE DU TRIANGLE

A On donne un triangle non aplati ABC. Les longueurs

des cOtés sont notées a = BC, b = CA, ¢ = AB. On
c b note respectivement A, B, C les mesures comprises

—_—
= =

entre —7 et +m des angles orientés (AB,AC),
B C  (BC,BA), (CA,CB).

Proposition 9.16. ) Les mesures des trois angles A, B, C sont de méme signe,
positives si le triangle est direct, négatives dans le cas contraire.

b) On a la formule [A, B, C] = besin A = casinB = absin C.

¢) Lasomme S = A+ B+ C est égale &  ou & —m selon que le triangle ABC est direct
ou inverse.

Démonstration. Comme les signes de A, B, C sont ceux de leur sinus, il suffit de
prouver b) pour obtenir a).

OnalA,B,C| = det(ﬁ, ﬁ). Il est clair que b) est conséquence du lemme suivant :
Lemme 9.17. Expression du déterminant.
Soit " et w deux vecteurs non nuls. On a

==

v,w

det(V', w) = [V x [[w]| x sin(¥", w).

Soit 7" le vecteur unitaire colinéaire de méme sens que v et  le vecteur unitaire
directement orthogonal. On a

T =77, T =D (cos(?, W) 7 +sin(T, m7)
— — 17| Hw”cos(?> w) =5 =
det(v', W) = det . —— = ||| x ||@| x sin(V", W)
0 [|@|sin(v, w)
c) Par larelation de Chasles, on a les congruences d’angles modulo 27
S = (AB,AC)+ (BC,BA) + (CA,CB)
= (AB,AC) + (AC,BC) + (BC,BA) = (AB,BA) =

Donc S est de laforme S = (2k + 1)wou k € Z.

Si le trianglle est direct, &, B, C sont dans I’intervalle ouvert |0, 7], donc S = (2k +1)7
est dans I’intervalle ouvert |0, 37[. La seule valeur possible est k = 0 d’ou S = 7. Le
cas ou le triangle est inverse se traite de méme. O
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Dans la suite, ABC est direct, p est le demi-périmetre, (2p = a+ b+ ¢), 0 est centre
du cercle circonscrit et R le rayon. Nous utiliserons le résultat suivant, conséquence
du théoréme de I’angle inscrit (11.15, p. 292) :

— — —
= = = = = =

(0B,0C) = 24, (0C, 04) = 2B, (0A, 0B) = 2C modulo 2r
Proposition 9.18. Avec les notations précédentes, on a

a2 =b%+c2 —2bccosh , a=2RsinA
b =c?+a®>—2cacosB , b=2RsinB
2 =a’+b*>—2abcosC , c¢=2RsinC

Démonstration. Pour commencer
a® = ||BC||? = ||AC — AB||® = AC? — 2AC - AB + AB? = b® + ¢® — 2bccos A
On a de méme

a® = ||BE||? = ||oC—0B||* = 0¢%—20C-0B+0B? = 2R? —2R? cos 24 = 4R%sin® A

d’oli I’on déduit « = 2R sin A. Les autres formules s’obtiennent de la méme fagon. [

9.4 FONCTION DE LEIBNITZ

Proposition 9.19. Fonction de Leibnitz. Soit («, A;) une famille de points pondérés.
On appelle fonction de Leibnitz I’application
p: & —R, M'—’ZaiMAZZ
A

(i) Si Y- a; # 0, pour tout point M, on a (M) = (> a;)MAZ + ©(A) ou A est
barycentre des («;, A;).

(1) Sid 0 =06t v = > cuh; # 6), pour tout couple de points M, Mg dans P,
ona (M) = (M) + MMy - T .

(¢43) Si)y_, 05 = 0et V= A = W, la fonction ¢ est constante.

Démonstration. (i) Dans le cas Y o; # 0, le point A vérifie (3° a;)A = > a;A;, et
pour tout M,
) = Dl = 3l + AR2 = 3 aq (WA + 2 - A4 + 4n?)

% %

()

= (Do )ua oMK (3D k) + D7 ia? = (3 o)A + p(a)

()

(2

La fonction ¢ a donc un maximum ou minimum en A selon le signe de > «;. L’en-
semble des M ou (M) = A est un cercle de centre A, ou est vide selon la place de A par
rapport a ¢(A).
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(41) et (i43) Dans le cas o0 >~ ;; = 0, >~ a;A; est un vecteur constant @', Soit M et M,
deux points, alors

— —  — — —
(p(M) = Z ai”MAiH2 = Z ai”MMo + M()Ai”z = Zai (MM% + 2MMg - MgA; + M()Ag>

1

— (Z al-)MM% oMM - (Z aiM) + Z(aiMOA§> = 2MMg - T + (M)
7 7

(i) Si YAy = v # 0, o prend toute valeur de R, I’ensemble des M ou
©(M) = X est une droite orthogonale & v’
(791) SI > oAy = 0, la fonction ( est constante. O

EXERCICES

Exercice 9.1. Théoréme de Gergonne Soit un triangle ABC, un point M tel que (MA),
(MB), (MC) coupent (BC), (CA), (AB) en A’, B/, C', x,y, z le systeme de coordonnées
barycentriques de M tel que z + y + z = 1. Montrer que

W BH oW

AA BB CC

Exercice 9.2. Soit ABC un triangle, M non sur les c6tés du triangle de coordonnées
barycentriques x, y, z telles que x +y + 2z = 1, A’, B’, C’ les points ou (MA), (MB), (MC)
coupent (BC), (CA), (AB), A”,B”,C” les milieux de (B’,C’), (C’,4’), (A’,B"). Montrer
que (AA"), (BB"), (CC"”) sont concourantes ou paralleles.

Exercice 9.3. Soit A, B deux points distincts d’une droite D, x, y deux scalaires non
nuls distincts et non opposés. Montrer que les points P = zmAIZB etQ = ’“;—sz sont
conjugués harmoniques relativement a A et B.

Exercice 9.4. Soit (f;) une famille finie d’applications affines de £ dans lui-méme et
(A;) une famille de réels tels que >~ \; = 1.

1) Montrer que I’application f = > \;fi: € — £, M— > . \; fi(M) est affine.

2) Soit quatre points A, B, C,D d’un plan P tels qu’il n’y ait pas alignement de trois
d’entre eux. A tout P € (AB), on associe Q € (BC) tel que (PQ) soit paralléle & (AC) et
. \ A e = - - —
S € (AD) tel que (PS) soit parallele & (BD). On définit R par PR = PQ + PS. Quel est le
lieu géométrique de R ?
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Exercice 9.5. Soit un triangle ABC, S = [A, B, C], des points P, Q, R sur (BC), (CA),
(AB), A" B”,C” les milieux de (A,P), (B,Q), (C,R), A’,B/,C’ les points donnés par
— —

—

A — — / — — A — —
AA" = AQ + AR, BB’ = BR + BP, CC' = CP + CQ.
Comparer [P, Q,R], [A’,B/,C"] et [A”,B",C"].

Exercice 9.6. Dans un plan affine orienté, soit un triangle ABC direct, A une droite
coupant (BC), (CA), (AB) en respectivement P, Q, R.

1) Montrer que [A,Q,R] + [P,B,R] + [P,Q,C] = —[A,B, C].

2 Montrer que parmi les quantités [A, Q, R], [P, B, R], [P, Q, C], deux sont négatives et
une est positive.

Exercice 9.7. On appelle quadrilatére une suite de quatre points d’un plan. Soit @) un
quadrilatére P, Q, R, S tel que trois quelconques de ces points ne sont pas alignés.

Montrer que [P, Q,R] + [Q,S,R] + [P,R,S] + [S,Q,P] = 0.
En déduire que pour la convexité, il existe deux cas de figure pour le quadrilatére

Q.

Exercice 9.8. Etant donné un triangle direct ABC, pour tout M non sur les c6tés, on note

a(M), B(M), v(M) les mesures des angles (WB, ﬁ:), (ﬁ,ﬁ), (ﬁ,@) comprises entre
—m et +m. Montrer que

(¢) si Mest intérieur au triangle, on a (M) + B(M) + v(M) = 2m,
(74) si M est extérieur au triangle, on a a(M) + G(M) + y(M) = 0.

Exercice 9.9. Soit un triangle ABC.

Montrer que (sin 24, sin 2B, sin 2C) est un systéme de coordonnées barycentriques
du centre 0 du cercle circonscrit au triangle. A quelle condition 0O est intérieur au
triangle ? Quelle expression de la surface peut-on déduire ?

Exercice 9.10. Soit un triangle ABC, I le centre du cercle inscrit et » son rayon,
J,K, L les centres et ry, s, rc les rayons des cercles exinscrits relatifs aux sommets
A, B, C. Montrer que (a,b,c), (—a,b,c), (a,—b,c), (a,b,—c) sont des systémes de
coordonnées barycentriques pour I, J,X,L. En déduire

r r r
—+—4+—=1
Ta B Tc
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Exercice 9.11. Soit un triangle ABC de cercle circonscrit de centre O et de rayon R.
Montrer que le cercle circonscrit est I’ensemble des points M tels que
—~ ~ P ~ . ~ . ~ abc
MA? sin 2A + MB? sin 2B + MC? sin 2C = 4R*sin AsinBsin C = R

Exercice 9.12. Dans un plan euclidien P, soit quatre points distincts A,B,C,D en
situation orthocentrique, PQR le triangle orthique (8.36, p. 225).

1) Montrer I’égalité AB- AC = AC- AD = AD- AB, la valeur commune de ces produits
scalaires est notée «.. On définit de méme 3, ~, d.

2) Montrer que o + 3 = AB? et cing autres égalités analogues.

3) Montrer qu’un systeme de coordonnées barycentriques de D relativementa A, B, C
est(1,1,1).
By

4) Montrer dans R et P les égalités
1 1 1 1 1 1 1 1 6)

“t3tTTs A B C

5) Que peut-on en déduire quant a la convexité ?

Exercice 9.13. Soit un triangle ABC non rectangle et non équilatéral, D I’orthocentre,
0 le centre du cercle circonscrit, G le centre de gravité, Q le centre du cercle des neuf
points, R le rayon du cercle circonscrit, a, b, ¢ les longueurs des cotés.

1) Montrer que  est isobarycentre de A, B, C, D.
2) Montrer que la droite d’Euler de ABC est I’ensemble des M tels que
(b? — A)MA% + (2 — a®)MB? + (a® — D*)MCE =0

3) Montrer que QA% + QB? 4 QC? + aD? = 3R2.
4) En déduire que le cercle des neuf points est I’ensemble des M tels que
MA? 4+ MB? + MC? 4 MD? = 4R?
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PROBLEME
Le corrigé de ce probleme est disponible sur le site de Dunod : www.dunod.com.

9.1. CONVEXES
Soit P un plan euclidien. Une partie C' C P est dite convexe si, pour tout couple (P, Q)
de points de C, le segment [P, Q] est contenu dans C'.

1) Montrer qu’une partie C' de P est convexe si et seulement si, pour toute famille
de points M; de C' et toute famille de coefficients \; > 0 telle que > \; = 1, le
barycentre M = > \;M; appartienta C'.

2) Montrer qu’un demi-plan est convexe.

3) Montrer que I’intérieur d’un cercle est convexe.

4) Montrer que I’adhérence d’un convexe est convexe.
Dans la suite, C' désigne un convexe fermé.

5) Soit un point A ¢ C. Montrer qu’il existe un unique point A’ € C' tel que, pour
tout M € C distinct de A’, on ait AA’ < AM (commencer par le cas ou C' est compact).
On dit que A’ est la projection de A sur C.

6) Dans ces conditions, soit A la droite orthogonale en A’ a (AA’). Montrer que C
est situé dans le demi-plan fermé limité par A ne contenant pas A.

7) En déduire que les convexes fermés distincts de P sont les intersections de
familles de demi-plans fermés.

8) On considere I’application projection A — A’ du complémentaire de C dans C.
Montrer que cette application est contractante.

SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 9.1. OnaM = zA+yB+ zC. Les plans vectoriels Vect(A, M) et Vect(B, C) se
coupent suivant la droite vectorielle Vect(A”). Onadonc M—zA = yB+2C = (y+2)4/,
d’ou L
— — =  _AM
A'M—zAA = 0 soit=—= ==
A'A
et deux autres formules analogues. 1l suffit d’additionner ces trois formules.

Solution 9.2. OnaM — zA = yB+ 2C = (y + z)A’ et de méme 2C + zA = (2 + x)B'.
Donc
20y +2)(z +x)C" = (2 +2)(yB+ 2C) + (y + 2)(2C + z4)
= (y+2)zA+ (2 +z)yB+ (x +y + 22)2C
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2(y + 2)(z + 2)C" — 22°C = (y + 2)zA + (2 + 2)yB + (z + y)2C
et deux autres formules analogues. Les droites (AA”), (BB”), (CC"),
 ou bien concourent au point de coordonnées barycentriques
(yr + zz, 2y + 2y, 2 + Yy=2)

si la somme de ces coefficients est non nulle,

 ou bien ont la direction du vecteur @ ayant ces nombres pour coordonnées

barycentriques si la somme en est nulle. Comme M n’est pas sur les cotés (BC),
(CA), (AB), z,y,z sont non nuls. Comme = + y + z = 1, les trois quantités

yx + zx, 2y + 2y, £z + yz ne sont pas toutes nulles et v # 0.

Solution 9.3. Comme x + y et x — y sont non nuls, ces points P, Q existent. On a
— — — — — — L.
xPA+yPB = 0 etxzQA — yQB = 0. On en déduit [A,B,P,Q] = —1:
PA  y QA

B =z QB

Solution 9.4. 1) Soit I"application ¢ = 3"\, f; linéaire de & dans lui-méme. Comme
Y Ai=1,0napogp=¢. Donc f estaffineet o = f (9.7, p. 248).

2)OnaR = Q+ S —P. Soit u (resp. v) la projection de P sur (BC) parallélement a
(AC) (resp. (AD) parallélement a (BD)). L’application u + v — I envoie P en R. Le lieu
de R est I’image de (AB), donc est une droite.

SiP=B,alorsQ =BetS =D,doncR =D.
SiP=A,alorsQ=CetS =A,doncR =C.
Le lieu de R est donc la droite (DC).

Solution 9.5. Soit les coordonnées barycentriques de P, Q, R par rapporta (A, B, C)

0 1—p v
P A , Q 0 , R{1—v
1—A W 0

0 1—p v
[P,Q,R] = det A 0 l—v ]| S=01-A—p—v+puv+vi+ S
1—A I 0

a)OnaA’=Q+R—AB =R+P—-B,C =P+ Q- C,donc A’,B,C’ ont pour
coordonnées barycentriques
vV—pu v 1—p
ANMll-v|, B|A—v
7 1—A W= A
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vV—Uu v 1—p
A B C]=det |1—v A—=v A S=1-AN—p—v+puv+vi+u)S
W 1—X p—A

Les aires de ces triangles sont donc égales. En particulier, si P, Q, R sont alignés, il en
est de méme de A’, B/, C'.

by Ona2A” = A+ P,2B” = B+ Q, 2¢” = C + R, donc A”,B”,C” ont pour
coordonnées barycentriques

1 1—p v
28 [ XN ], 28" 1 , 2¢” [1—v
1—-A I 1
" " /" 1 1 1 o ILL v 1
[A",B",C"] = gdet A 1 1—v|S= Z(l—)\—u—y—i—w/—i—u)\—i—)\u)s

1—A W 1

En particulier, si P, Q, R sont alignés, il en est de méme de A”, B”, C".

Solution 9.6. ) On définit o, 5,y parP = aB + (1 — a)C, Q = SC + (1 — P)A,
R=7A+(1—-+v)B.Ona

1 1-8 ~
[A,QR]=det |0 0 1—~v|[ABC]=/p(y—1)[AB,C|
0 g 0

et deux autres formules analogues. Le théoreme de Ménélalis s’écrit (p. 219)

A b w1 —
a—-1 p[fg-1 ~v-1

+1 soit a+B+y—pFBy—rya—af=1
En additionnant les expressions de [A, Q,R], [P, B, R], [P, Q, C], on obtient le résultat.

b) En multipliant ces aires algébriques, on obtient

[A,Q,R] x [P,B,R] X [P,Q,C] = afy(a —1)(B — 1)(v — 1)[A7B7C]3
- kg (0= V(3= 1 ~ P[A.B.CP

= (@ —=1)(B=1)*(y—1)’[A,B,] > 0

Comme la somme est —[A,B,C] < 0, deux de ces quantités sont négatives et la
troisiéme positive. Et cela quelle que soit la position de la droite A relativement au
triangle. Le lecteur est invité a faire des figures.
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Solution 9.7. Il existe (i) = 6 paires de points et 3 partitions de () en 2 paires dis-
jointes: ({P,Q}, {R,8}), ({P,R},{Q,s}), ({P,s},{Q,R}). Une structure de quadri-
latere sur @ est la donnée de 2 paires disjointes appelées diagonales du quadrilatére,
les 4 autres étant appelées cotés.

Considérant (P, Q,R) comme repére barycentrique, on a
[P,Q,R] = [S,Q,R] + [P,S,R] + [P,Q,S]
d’ou la formule : Pour tout sommet X € {P,Q,R, S}, on forme [Y,Z, T] ou Y, Z, T sont

les autres sommets rangés de sorte que les permutations X, Y, Z, T de @ aient toutes
méme signature. La somme des quatre aires algébriques obtenues est nulle.

Pour la convexité, on a deux possibilités :

(1) Le cas non convexe : parmi les quatre aires de somme nulle, trois [Q, S, R], [P, R, S],
[S,Q,P], sontd’unsigne, [P, Q, R] étant de I’autre signe. Le sommet S se singularise
comme intérieur au triangle PQR. En revanche, les trois quadrilateres sont de méme
type avec une diagonale intérieure ayant S pour extrémité et I’autre extérieure.

(2) Le cas convexe : Parmi ces aires de somme nulle, deux, [P, Q,R] et [Q, S, R], sont
d’un signe, les deux autres, [P, R, S] et [S, Q, P], de I’autre signe. Comme [P, Q, R] et
[S, Q, R] sont de signes contraires, P et S sont de part et d’autre de (QR). De méme
Q et R sont de part et d’autre de (PS). Les segments [P, S] et [Q,R] se coupent.
Aucun des sommets ne se singularise, mais parmi les trois quadrilateres, il en est
un convexe de diagonales sécantes. Les deux autres sont dits croisés.

Solution 9.8. Appliquons la relation de Chasles sur les angles orientés. Modulo 27,

—
= —

o) + B(M) + 7(4) = (N8, HC) + (MG, M) + (WA, NB) = (B, WB)
Donc il existe k € Z tel que a(M) + (M) 4+ v(M) = 2k.

Comme (M), 5(M), v(M) sontdans I’intervalle ouvert | —7, +[, a(M)+5(M)+7(M)
est dans | — 3, +3x[. Donc les valeurs possibles de & sont —2, 0, 2.

On sait que (M) est du signe de [M, B, C] = MB x MC x sin c(M) (9.15, p. 252). De
méme, 3(M) et (M) sont du signe de [A, M, C] et [A, B, M].

Par ce qu’on sait sur I’intérieur d’un triangle (p. 253),

0

() si M est intérieur, a(M), 5(M), v(M) sont tous trois positifs, donc la seule valeur
possible pour k est 2,

(73) si M est extérieur, «(M), 3(M),~v(M) ne sont pas tous de méme signe. Supposons
a(M) > 0et 3(M) < 0, alors

=21 < BM) + (M) < a(M) + M) + (M) < a(M) + (M) < 27
donc la seule valeur possible de & est 0.
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—
= =

Solution 9.9. Par le théoréme de I’angle inscrit, (OB, 0C) = 2A. Le résultat se déduit
de

[0,B,C] = R%sin 24, [0,C,A] = R?sin 2B, [0,A,B] = R%sin2C

Le point O est intérieur si sin 24, sin 2B, sin 2C sont positifs, c’est-a-dire si les 3
angles sont aigus (p. 253).
On obtient une expression de I’aire (9.10, p. 249)
1

1 . . .
5[A,B,c]::ER?(sin2A+sm2B+sm2C).

Solution 9.10. Sachant que I’aire d’un triangle vaut, en valeur absolue, la moitié du
produit d’une hauteur par la base associée, on a

|[1,B,C]| = ar, I[I,C,A]| = br, |[I,A,B]| =cr
|[J,B,C]| = ara, |[J,C, A]| = bry, |[J,A,B]| = cra
|K,B,C]| = ars, |, C, A]| = brs, |[K, A,B]| = crg
|[L,B,C]| = arg, |[L, C, A]| = bre, I[L, A,B]| = cr¢

On en déduit que des coordonnées barycentriques sont proportionnelles a des triplets
de la forme (+a, +b, +c).

Soit les points I’,J,K’,L' de coordonnées barycentriques (a,b,c), (—a,b,c),
(a,—b,c), (a,b,—c). Les ensembles de points {I,J,X,L} et {I’,J',K',L'} sont
nécessairement identiques. Comme les sommes ci-dessous sont positives (inégalité
triangulaire),

2p=a+b+ec, 2(p—a)=b+c—a,
2p—b)=c+a—-b, 2(p—c)=a+b—c

I’ est intérieur au triangle, J’,K’, L’ sont dans les régions occupées respectivement
par J,K,L (p. 253). Onadonc bienI = I’,J = J,K =K',L. = L’. On a de plus

[A,B,C] =2pr=2(p —a)ry =2(p —b)rg =2(p — ¢)rc
dont on déeduit

T T T
—+ — 4+ —=
Ty T T¢ P p



264 9 e Calculs barycentriques

Solution 9.11. Le centre du cercle circonscrit a pour coordonnées barycentriques
sin 24, sin 2B, sin 2C (9.9). Posons (M) = MA? sin 2A + MB? sin 2B + MC? sin 2C. Le
cercle circonscrit est donc le lieu des points M tels que
©(M) = @(A) = ¢?sin 2B + b? sin 2C.
Comme b = 2RsinB et ¢ = 2R sin C, on a dans un premier temps
©(A) = 4R?sin Bsin C(sin C cos B + sin B cos C),
soit
abc

©(A) = 4R?sinBsin Csin(B + C) = 4R?sinBsin Csin A = R

. — = — — — — = — —
Solution 9.12. 1) On a AB- AC = AB - (AD + DC) = AB - AD car AB et DC sont
orthogonaux. Les autres égalités s’obtiennent par le méme calcul.

2) De a = AB - AG, 3 = BA - BC, on déduit o + 3 = AB - (AC — BC) = AB2 et de
méme cing autres égalités analogues.

3) Soit (u, v, w) un systeme de coordonnées barycentriques de D. Multipliant sca-

. — — — — — N
lairement wAD + vBD + wCD = 0 par AB, on a ua = v3. Donc ua = vf3 = w~y, d’ou
le résultat.

4) Soit 0 un point quelconque du plan, on a

1 1 1 l— 1— 1—
—+-+-)0D=—0A+ —0B+ -0C
o gt

a B 7 B
1 1 1 1\ — 1> 1 1—» 1—
—4—+4+-+-|0B=—0A+—0B+ -0C+ -0D
a B v 6 o I} ~ 1)

Faisant jouer & A B,C le rble de D, on a trois égalités analogues. Les vecteurs

— = = —

04, 0B, OC, OD étant distincts, la seule possibilité est
Lililylog 10A+1OB+1&5+1 -0
a [ v & I} 5

5) De 2) et 4), on déduit que parmi «, 3, 7, 0, I’un est négatif, les trois autres positifs.
Donc {A,B, C,D} n’est pas convexe. Parmi les quatre triangles extraits de A, B, C, D, un
seul a ses trois angles aigus le quatriéme point étant intérieur a ce triangle. Dans la
configuration orthocentrique, ce point joue un rdle spécial pour la convexité.
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Solution 9.13. 1) La disposition de D, G, @ sur la droite d’Euler (8.35, p. 224) montre
que Q@ = 3G + D. Comme G = A + B + C, on a le résultat.

2) L’ensemble A des M tels que (b — ¢®)MA2 + (¢? — a?)MB? + (a? — b?)MC? = 0
contient le centre du cercle circonscrit 0. Puisque 3AG = AC 4 AB,BC = AC — AB,

9GA2:bz—|—c2—|—2A_é-ﬁ, a? =b? +c% — 24C - AB
d’ol 9GA? = 2b% + 2¢? — a?. En calculant de méme GB? et GC2, on voit que G € A.
A est la droite d’Euler (0G).
3) Ona QA = Q0 + 04, donc QA2 = Q0% + 0A2 + 200 - OA et
QA2 + B2 + c? = 3002 + 3R2 + 600 - 06

— —

La disposition de ©, G, D, 0 sur la droite d’Euler donne 3Q02% + 620 - 0G = —QD?, d’oU
le résultat.

4) Pour tout point M,
©(M) = MA? + MB? + MC? 4 MD?

donne
(M) = 4MQ* + ©(Q) = 4MQ* + 3R?
Comme le cercle d’Euler est de rayon %R, on a bien le résultat annoncé.
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Chapitre 10

Tétraedres et paralleléepipedes

La géométrie du triangle a été développée aux chapitres 8 et 9. En dimension 3,
tétraédres et parallélépipedes correspondent aux triangles et parallélogrammes. Mais la
situation est plus compliquée. C’est ainsi que la notion d’orthocentre n’est pas toujours
définie pour un tétraedre quelconque.

Dans ce chapitre, £ est un espace affine euclidien de dimension 3 d’espace vectoriel
associé F, oriente.

10.1 PRODUIT MIXTE, PRODUIT VECTORIEL

10.1.1. Volumes algébriques

Définition 10.1. La formule de changement de base montre que le déterminant
— = —
d’un systeme de trois vecteurs V1, V5, V3 relativement a une base orthonormale
— = —
directe B ne dépend pas de 5. La quantité detz(V1, Va, V3) est appelée produit

mixte de ce systeme, elle est notée (171, XZ, 173).
Un tétraedre £ est la donnée de quatre points Ag, A, Ao, Ag. Il est dit aplati si
ces quatre points sont coplanaires.

SoitB= (7,7, ?) une base orthonormale directe et 0 un point. Alors (0, B) est
base de I’espace vectoriel £ de dimension 4 des points pondérés (9.3, p. 245 et p. 247).
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Lemme 10.2. Etant donné un tétraédre Ao, A1, Ao, A3, On a

(AgA1,AgA2, AgA3) = det g(AgA1, AgAa, AgAs) = det g 3(Ao, Ar, Ao, A3)

Démonstration. Ce lemme correspond a la proposition 9.11 (p. 250) relative aux tri-
angles. Dans I’espace vectoriel £ de dimension 4, on pose V' = detg (Ao, A1, Az, A3),

0—>A0207+b7+6?,z‘10=0+a7+b7+c?etpour1<a<3

N
Apd, = $a7+ya7+zaka
N
Ay = 0+0K +Aohy =0+ (a+22)7T + (b+ya)T + (c+z2a) k.
1 1 1 1
- a a+x1 a+xT2 a-+x3
Vo= detly i by bty
c c+2z1 c+z9 cCc+ 23
1 0 0 O
— det a ITr1 Ty I3
b y1 Y2 y3
cC zZ1 Z2 Z3
Tr1 T2 X3
= det [ y1 w2 y3 | = (AoA1,ApA2, Aphs)
21 22 Z3

en retranchant la premiére colonne du premier déterminant aux trois autres, puis en
développant par rapport a la premiére ligne. O

Définition 10.3. On note [Ag,A;, Ao, As] cette quantité. On appelle
volume algébrique du tétraédre orienté A = (Ao, A1, Az, A3) la quantité
%[Ao,Al,AQ,Ag]. On dit que A est direct (resp. inverse) si [Ag,A;, Ao, As]
est positif, (resp. négatif). Une permutation des sommets conserve le volume
algébrique ou le change en son opposé selon qu’elle est de signature 1 ou —1.

Proposition 10.4. Soit Ay, A1, Ao, A3 un repére barycentrique et M un point.

Alors [M, Ay, As, Ag], [Ao, M, Ao, Ag], [Ao, AN, Ag], [Ao, Ay, Ao, M] est I’unique SYys-
téeme de coordonnées barycentriques de M vérifiant

[Mv A17 A27 AS] + [A07 M7 A27 AS] + [A07 Al7 M7 AS] + [A07 Al7 A27 M] = [A07 Al7 A27 A&]
Démonstration. Cette proposition joue le role du théoreme 9.10 (p. 249). Soit z, 1,
x2, x3 le systéme de coordonnées barycentriques de M tel que

$0+$1+$2+$3:1
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OnaM = zgAg+x1A1+2x2A2+x3A3. Posons Vy = [M,Al,AQ,Ag], Vi = [Ao,M,AQ,Ag],

Vo = [Ao,Al,M,Ag], Vs = [Ao,Al,AQ,M] etV = [Ao,Al,AQ,Ag]. Alors (Iemme 102)
3
Vo = M, Ay, Ap, A5 = [Zx Ai, A1, Ao, Az = wi[As, Ar, Ag, Ag] = moV

1=0 1=0

Etde méme V; = 21V, Vo = x5V, V3 = x3V. Donc Vg, Vi, Vs, Vs, proportionnel
a xg,x1, 2,3, €St bien un systéme de coordonnées barycentriques de M. Comme
> x1=10nabien) V; =V. O

3

Remarque : Ces résultats se généralisent en toute dimension. Il en est de
méme de 9.2.2 pour le régionnement (fonctions affines, demi-espaces, etc.).
Les exercices 10.1 et 10.2 sont en dimension n.

10.1.2. Produit vectoriel

Définition 10.5. Le produit scalaire étant une forme bilineaire non dégénérée,
I’ appllcatlon de E vers son dual E* associant a un vecteur W la forme linéaire
X — W- X est bijective. Pour deux vecteurs U V.U application

E— R, Xi—>(U,V,X)

est une forme linéaire. Donc il existe un unique vecteur W=UANV , appelé
— —
produit vectoriel de U et V' (dans cet ordre), tel que

— - = — — — = =
VXeEBE, (UAV).-X=W-X=(U,V,X)

Proposition 10.6. Soit le produit vectoriel W = U AV de U et V.
— — — . L= = .,
(i) U ANV = 0 sietseulementsi (U, V) est lié,
(41) (U, V, U A V) estune base directe de E'si (U, V') est libre,
(

iii) UAV est orthogonal a UetV,

iv) ]U A VH = HUH X HVH x sin @ ou # € [0, 7] est I’angle (non orienté) de U

—

etV.

Démonstration. C’est une description compléte du produit vectoriel.

(1) Le produit scalaire étant une forme bilinéaire non dégénérée, UAV = 0siet
seulementsi (U AV)-X = (U,V,X) = 0 pourtout X, doncsi U,V ne fait
- —
partie d’aucune base, donc si U, V' sont colinéaires.
U

— —

(17) Ona(ﬁAV)).ﬁ =(U,V,U) :0,doncﬁAVestorthogonalaﬁetde
—
mémea V.

=l <
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(#4i) Supposons ﬁ, ¥ non colinéaires. On a
_ = = = - = - = = 292
(U,V,UANV)=(UANV)- (UANV)=|UAV|*>0
— =

donc (U, V, U A 7) est une base directe de F.
(tv) Si ﬁ, V colinéaires, 0 € {0, 7}, sin @ = 0, le résultat est clair.
Supposons U, V' non colinéaires. Orientons IT = Vect(U , V') de sorte que (U, V')

en soit une base directe. Soit la base orthonormale directe B = (u/, v', W) ol w est

- 7 - A Y _> - Y 7 -
colinéaire de méme sens & U, v dans II directement orthogonal & v". On déduit le
résultat de

— —
WU |V | cos@ 0
= =9 — = = = —
WUAVI]* = detg(U,V,UAV)= 0 ||V siné 0
—_ =
0 0 U AV

— = - =
= Ul x|[[V]sing x[[UA V]

—> —> - Ve =7 N —> —>
Remarquons que ||U A V|| est I’aire du parallélogramme associé & U et V.
. . _— —> — —_— e ..
Proposition 10.7. L’application £ x E — E, (U,V) — U AV est bilinéaire
alternée.
, . , - = =
Démonstration. Prouvons qu’elle est alternée. Pour tout U, V', X,
- = = — = = — = = - = =
(VAU)- X=(V,U,X)=—(U,V,X)=—(UAV)- X
— — — — . —
Donc V AU + U AV estnul car orthogonal a tout X .

Il suffit de prouver que I’application est linéaire relativement a la premiére variable.
— — — —
SoitU,Us € Ex E, A\, 2o € Rx R,V € E.Pourtout X, ona

(()\151>-i-)\2(72>)/\7)')—(> = ()\1(71>+)\2U—>2,77)—5)

— = — — — —
= )\I(Ula VvX)+)\2(U27V7X)

— = = — = =
= MUAV)- X+ XUAV)- X

— = — = =
= ()\1U1A V +XUs A V) - X
— —. = — = —- — —
d’ot (AU +A2Ux) AV —(MULAV +XUaA V') = 0 car ce vecteur est orthogonal
—
atout X. O

Proposition 10.8. Double produit vectoriel. Soit trois vecteurs Z,ﬁ,(_f On a
— = — — = = - = —
(ANB)ANC=(A-C)B—-(B-C)A.

—

, . —- = - . = = ., = —

Démonstration. Posons P = (AAB)AC.Si(A, B)estlié, P = 0 etlaformule
— =

est vraie. Supposons A, B non colinéaires.
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— L= = — = — — —

Alors P, orthogonala AA B, estdans Vect( A, B),doncdelaforme P = x A+yB.

Comme P est orthogonala C', x A - C +yB - C = 0, donc il existe A tel que
- = — = .

r=-AB-Cety=XA-C,ie. telque

?:A((Z.H)ﬁ—

—~

- = —
B.C)A)
Etant donné \ € R, soit I’application trilinéaire
— = = — = — — = = - = —
<I>,\:(A,B,C’)n—>(AAB)/\C’—A<(A'C’)B—(B-C)A)

- —_— — - ;o g
Soit (%", 7, k) une base orthonormale. Alors, pour A = 1, on Vérifie que
—

—

— . — = = . ) o =
o (A,B,C) = 0 dés que A, B,C sont pris dans I’ensemble {7, 7, k }.
Ceci montre que @1 est identiqguement nulle. O

Exercice 10.1. En dimension n, soit un simplexe (A, ..., A,), F; la face opposée au
sommet A;, c’est-a-dire I’hyperplan engendré par les A; pour j # i, F; la direction de
F;, 6 une droite vectorielle contenue dans aucun des F;. Pour tout ¢, la droite A; + ¢
coupe F; en A;. Comparer les volumes des simplexes (Ao, . .., Ay,) et (Ap, ..., A)).

Exercice 10.2. Les conditions sont les précédentes. Une droite affine A coupe I’hy-
perplan F; en B;. Soit C; le milieu de (A;, B;). Montrer que les C; sont dans un méme
hyperplan (observer que la matrice des B; est de rang 2, de trace nulle, de valeurs
propres 1 et —1).

; — = = =
Exercice 10.3. Soit quatre vecteurs A, B, C', D. Montrer que
— — — — — = = = —_ = = —
(ANB)AN(CAND) = (A,C,D)B—-(B,C,D)A
—_ = = = —_ = = =
= (A,B,D)C —(A,B,C)D
— = - = —_ = = = —_ = = =
(ANB)-(CAND) = (A-C)YB-D)—(A-D)B-C)

Exercice 10.4. On donne un triangle A;AsA3. Montrer que

AjAs N A1A3 = AgAs A AoAy = AsAq A AsAo

7 —> - - - - 7
Ce vecteur, noté [A1, Ay, As], est I"aire vectorielle du triangle orienté A;AsAs.
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Exercice 10.5. Soit A;A>A3A, un tétraédre. Etant donné une permutation paire i, 5, k, [
—_—

de 1,2, 3, 4, on pose (exercice 10.4) ff_f = [A;, Ak, A], et ce vecteur ne dépend que de
I’indice <. Montrer que

R +RB+RB+F=0,

—

.. -
ZZ) Fz . AzA] = [A17A27A37A4]’

- = =

(
(4id) Fy A 1?; = [A17A27A3,A4]m>,
(iv) (F;, Fj, Fi,) = [A1, Ao, Ag, Ag)?.

10.2 APPLICATIONS A DES CONFIGURATIONS

10.2.1. Tétraédres et parallélépipédes

Proposition 10.9. Soit un tétraédre A = (A;A2A3A4) d’isobarycentre 0, et soit
B = (B1ByB3By) le tétraedre symétrique relativement & 0. Les huit points A; et B;
forment un parallélépipede A U B de centre 0. Les six milieux M; ; des arétes de A
sont les centres des faces de A U B.

A . . . . — —
Démonstration. Les points A; et B; étant symétriques autour de 0, on a A3B; = A1B3
et BoA4 = B4Ao. On déduit I’égalité de ces quatre vecteurs de

— = —

—_— —— = == —  — — —
ByAs — AsBy = (0A; — 0By) — (OB; — 0A3) = (0A4 + 0Ay) — (—0A; — 0A3) = 0

car 0 est isobarycentre du tétraédre A. On prouve de méme

A3By = A4B3 = B1Agy = BoAq, A3By = AoB3 = B4A1 = B1Ay

Il s’agit donc bien d’un parallélépipede.

A3 By As
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Inversement, soit un repére (0, 7, e, e3) et le parallélépipéde de sommets
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
A | —1] Ay 1 As | -1 A4 1]By 1 | By | —1]Bs 1 |By|—1
—1 —1 1 1 1 1 —1 —1
Alors les tétraedres A = A1A5A3A, et B = B1B9B3B4 sont bien symétriques autour de
0 et ont bien 0 pour isobarycentre. O

Proposition 10.10. Tétraedre orthocentrique. Soit un tétraédre (A1, A, A3, Ay) = A
d’isobarycentre O et (By,B2,B3,B4) = B le symétrique de A autour de 0. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(7) il existe deux couples d’arétes opposées formés d’arétes orthogonales,
(4) les trois couples d’arétes opposées sont formés d’arétes orthogonales,

(7i7) il existe un sommet se projetant orthogonalement en I’orthocentre de la face
opposee,

(7v) tout sommet se projette orthogonalement en I’orthocentre de la face opposée,
(v) les quatre hauteurs du tétraédre A sont concourantes,

(vi) AgA? + A9A3 = A4A3 + A3AT = A4A3 + AjAZ,

(vit) les faces du parallélépipede A U B sont des losanges.

Démonstration. On dit que A est orthocentrique s’il vérifie ces conditions. Le point
de concours A des hauteurs est I’orthocentre de A.

On a les implications (i7) = (i) et (iv) = (7i7). On obtient (i) = (4¢) par I’identité
du produit scalaire (8.33, p. 223) :

AyAy - AoAg + Aghs - A3hy + AyA3 - AjA =0

Soit Hy la projection orthogonale de A4 sur
(A1A2A3). On a AgA; - AbAs = HuAq - AgAg,
donc (A4A1) et (AgA3) sont orthogonales
si et seulement si Hy est sur la hauteur du
triangle A;A5A3 issue de A;. D’ou Hy est
orthocentre de A1A5A3 si et seulement si les
couples d’arétes opposées ((A4A1), (AgAg)) ,

((A4A2), (A3A1)>, ((A4A3), (AlAg)) sont
formés d’arétes orthogonales. Ceci donne
I’équivalence de (i7), (7i7), (iv), donc I’équi-
valence des quatre premiéres conditions.

Si elles sont remplies, les hauteurs issues de
A; et A4 sont dans le plan contenant (A1A4)
et orthogonal a (AA3). N’étant pas paralleles
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car orthogonales a des plans de face non paralléles, elles se coupent. Les hauteurs du
tétraédre sont donc deux & deux concourantes. Etant trois & trois non coplanaires, les
points communs a ces paires de hauteurs sont nécessairement confondus en un méme
point Ag.

Inversement, si les quatre hauteurs de A concourenten Ay, les droites (AgA;) et (ApA4)
sont orthogonales respectivement aux plans (AoAsA,) et (A1A2A3), donc Iintersection
(A2A3) de ces deux plans est orthogonale au plan (AgA;A,4), d’ou I’orthogonalité des
arétes opposées (A1A4) et (A2A3). On fait de méme pour les autres couples d’arétes
opposees.

On a donc I’équivalence des cing premieres conditions. Pour prouver I’équivalence
avec (vi), on utilisera I’identité vectorielle

AjAg + Ashy = AjAy + Ashy

obtenue ainsi : AjAg + AgAy = A{Ag + AgAy + Aghy + AgAy = AqA4 + A3Ay. Onadonc

|A1A2 + AzAq|? = ||A1Ag + Aghs?,
d’ou
ArA2 + A3A2 + 2A Ay - Aghy = AjA2 + A3A2 + 21 A4 - AsA,
Si (i1) est vérifié, on a AjA3 + A3AT = A1A7 + A3A3 et deux autres égalités analogues
aboutissant a (vi).
Inversement, si (vi) est vérifié, on aura

A1Ag - AsAy = A1Ay - A3Ag, Aoz - AjAy = Aoy - A1Ag, A3Ay - Aghy = A3Ay - Aol
Ces quantités sont nulles car deux a deux opposées, d’ou (7).

On a AjA; = B4By, AsA3 = B3By, car (A1A4) et (B3Bz) sont des diagonales de la
face A1BoA4B3 du parallélépipede A U B (10.9, p. 272). Elles sont orthogonales si et
seulement si ce parallélogramme est un losange, d’ou (ii) < (vid). O

Remarque : Un tétraédre A n’a d’orthocentre que s’il est orthocentrique.
En revanche, de méme qu’un triangle a un cercle circonscrit, un tétraedre
A = AjAsA3A4 a une sphere circonscrite. En effet, soit Q4 le centre du
cercle circonscrit au triangle A AoA3 et Ay la droite orthogonale en Q4 au plan
(A1AsA3). Pour tout M € Ay, les quantités MA? = MQ3 + QA7 sont égales
pour ¢ € {1,2,3} (Pythagore). Le plan médiateur de (A4,A;) coupe Ay en Q
équidistant des sommets de A.

10.2.2. Cube et tétraedre régulier

Définition 10.11. Un tétraedre A est dit régulier si les arétes ont méme
longueur, c’est-a-dire si les faces sont des triangles équilatéraux. Un paral-
Iélépipede est un cube si les faces sont des carrés.
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Lemme 10.12. Un tétraédre régulier A = A1A5A3A, est orthocentrique et I’isobary-
centre 0 est aussi orthocentre et centre de la sphere circonscrite.

Démonstration. L’ orthocentre Hy du triangle
équilatéral A1A5A3 est en méme temps I’iso-
barycentre et le centre du cercle circonscrit.
Onao0 € (A4Hy) car

— 1,5 — — 157

0Hy = g(DAl + 04y + DAg) = —§0A4
Comme A4A; = A4A5 = AyA3, les points
Ay, A5, Ag sontsur une sphére de centre A4. La
projection orthogonale de A4 sur (A;A2A3) est
donc le centre du cercle circonscrita A1AsAs,
i.e. Hy. Donc A est orthocentrique (10.10,
(7i7)) et O est sur la hauteur (A4Hy). Il est
de méme sur les autres hauteurs, donc c’est
I’orthocentre de A.

Ona0A? = OH,?+H4A? = OH,?+H, A2 = 0A2
(Pythagore). D’ou 0A; = 0As, tous les 0A;
sont égaux d’ou O est centre de la sphére
circonscrite. O

Théoreme 10.13. Le groupe des isométries (resp. déplacements) laissant stable un
tétraedre régulier laisse fixe I’isobarycentre. 1l est isomorphe, par action sur les quatre
sommets, au groupe symétrique Sy (resp. alterné Ay).

Démonstration. Prenons les notations du lemme. Soit G (resp. G ™) le groupe des
isométries (resp. déplacements) de £ laissant A stable. Pour tout f € G, f(0) est
isobarycentre de f(A) = A, donc f(0) = 0.

Soit f/4 la restriction de f € G a I’ensemble des sommets de A. L’application
f — f/a estun morphisme ¢ de G dans le groupe des bijections de A sur lui-méme
que I’on identifie & Sy4.

Par le lemme, la projection orthogonale de (A4A1) sur le plan (A1A2As3) est (HyAp),
médiatrice de (A2, A3), donc A4 et A; sont dans le plan médiateur Po 3 de (A2, A3). La
réflexion o9 3 autour de P, 3 laisse fixe Aj, A4 et échange Ao, As. Donc 023 € G et
02,3/ 4 est la transposition de S4 échangeant A, et As.

De méme toute transposition de S, est dans I’image de . Les transpositions engen-
drant Sy,  est surjectif.

Le noyau Ker ¢ est formé des isométries laissant fixes les quatre sommets. Comme ils
forment un repére barycentrique, ce noyau se réduit a I’identité de £. Donc ¢ est un
isomorphisme.

L’application 6: f ~ det f est un morphisme G' — {—1,1} de noyau G*. Comme

G contient des réflexions, § est surjectif et G est sous-groupe d’indice 2. Comme A4,
est le seul sous-groupe d’indice 2 de Sy, ¢ induit un isomorphisme de G sur A4. [
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Ao B4 As
By : A As
B3 Ay Ay
Ay Bo Ay
cubeC = AUB tétraedre A

Lemme 10.14. Soit A = A1A5A3A, un tétraedre, O I’isobarycentre, B = B1ByB3By
le symétrique de A par rapport a 0. Le tétraedre A est régulier si et seulement si le
parallélépipéde A U B est un cube.

Démonstration. Supposons que C' = A U B est un cube dont les arétes A;B; sont de
longueur a. Les arétes A;A; de A sont les diagonales des faces du cubes donc sont de
méme longueur a+/2. Les faces de A sont des triangles équilatéraux, donc A est un
tétraédre régulier.

Supposons que A est un tétraedre régulier. Il est orthocentrique (10.12). Les faces de
AU B sont des Iosanges (10 10). Pour voir que ce sont des carres il sufflt de voir par
exemple que Al—Bg = 0B2 — OA1 —0A2 — OA1 et A1B3 = 0B3 — OA1 = —UA3 — OA1
sont orthogonaux.

—

|

—

l

— —
AiBy-A;B3 = (—0Ag —0A;)-(—0A3 —04Ap)
— s —— —— ——  —— —
= (A -0A3+ 0Aq - 3 + 0Ay - 0A; 4+ 0A¢ - 044
— — — —  — — s —— —
= (A -0A3+ 0Aq - A3 + 0As + DAl) = (0Ay - 0A3 — 0A¢ - 0A4

0A

(0
Soit / la longueur d’une aréte de A et R le rayon de la sphére circonscrite. Pour tout
couple d’indices (4, 7),
— —

1> = A;A2 = ||0A; — 0A;||> = 0A2 + 0A? — 204; - OA; = 2R? — 204, - OA,

— —

Les produits scalaires 0A; - 0A; sont tous égaux, donc A132 . A1B3 =0. O

Théoréme 10.15. Le groupe des déplacements laissant stable un cube laisse fixe
I’isobarycentre. Par son action sur I’ensemble des quatre diagonales, il est isomorphe
au groupe symétrique Sy.

Démonstration. Reprenons les mémes notations. Soit G le groupe des déplacements
laissant stable le cube A U B. Comme pour 10.13, on montre que f(0) = 0 pour tout
fea.
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Le cube a quatre diagonales D; = [A;, B;], chacune de milieu 0. Comme 0 est laissé
fixe, tout f € G transforme une diagonale en une diagonale. On note f/p I’action
ainsi induite par f € G sur I’ensemble D = { D, D5, D3, D} des quatre diagonales.
On a ainsi un morphisme ¢: f — f/p de G dans le groupe identifié & S, des
bijections de D sur lui-méme.

Comme pour 10.13, on montre que ¢ est
Ay B4 surjectif en montrant que toute transposition
de S, est dans I’image. Soit A 4 la droite joi-
gnant les milieux de (A1, By) et (A4,By) €t py 4
. le retournement d’axe A; 4. Il échange Ay, By
By . A3 avec By, A4, donc échange les diagonales D4

bL—

: ] et D4. Les points Ay et By sont échangés,
/E/ de méme que A3 et Bz, donc les diagonales
g . Dy et D3 sont stables. D’oU p;14/p est la

A1y .BS ......... ce transposition de Dy et D,. De méme, toute
: A, transposition est dans I’image de ¢, d’ou la

. surjectivité.
Ay Ba Soit f € G distincte de I’identité. Alors f est
une rotation d’axe A. L’ensemble des droites
stables se réduita { A} si f n’est pas un retournement, se compose de A et des droites
perpendiculaires & A si f est un retournement. Si f € Ker, f laisse stable les
quatre diagonales. Comme trois quelconques d’entre elles n’ont pas de perpendiculaire
commune, f est nécessairement I’identité, d’ou I’injectivité. O

Remarquons que G contient le sous-groupe d’indice 2 des déplacements laissant
stable chacun des tétraédres A et B, isomorphe a A4 d’apres 10.13.

EXERCICES

Exercice 10.6. Soit un tétraedre A = A1A;A3A4, O I’isobarycentre, B le tétraedre
symétrique par rapport a 0. Montrer (utiliser I’exercice 10.5) I’équivalence des condi-
tions suivantes :

(7) les faces ont méme aire,

(47) toute aréte a méme longueur que I’aréte opposée,

(i7) le parallélépipéde A U B est rectangle.

On dit alors que A est un tétraedre équifacial. Que dire d’un tétraédre équifacial et
orthocentrique ?

Exercice 10.7. Soit A = A1A5A3A4 un tétraédre régulier d’isobarycentre 0. Décrire le
sous-groupe distingué de cardinal 4 du groupe isomorphe a S, des isométries laissant
A stable.

Méme question pour le sous-groupe distingué de cardinal 4 des déplacements lais-
sant stable un cube.
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Exercice 10.8. Soit un cube C = A U B ou A, B sont deux tétraédres réguliers
de méme isobarycentre 0, symétriques par rapport & 0, GG le groupe de toutes les
isométries laissant C stable.

1) Montrer que G a trois sous-groupes d’indice 2 dont deux sont isomorphes a S,.

2) Montrer que G est isomorphe au produit direct Sy x {—1,+1}.

3) Déterminer un sous-groupe distingué de G cardinal 8 laissant C' stable.

Exercice 10.9. Soituntétraedre A = A;A2A3A4, M; ; le milieu de (A;, A;). Montrer que
A est équifacial si et seulement si les droites (M; 9M3 4), (Mq,3M2.4), (M1,4M2 3) forment
un triedre trirectangle (montrer que A est équifacial si et seulement si le groupe des
isométries laissant A stable contient le groupe de Klein)

PROBLEMES
Les corrigés de ces probléemes sont disponibles sur le site de Dunod : www.dunod.com.

10.1. PROBLEME

Soit A = (A1A2A3A4) un tétraédre, O I’isobarycentre, Q le centre de la sphére
circonscrite. A toute aréte [A;, A;], on associe le plan P; ; passant par le milieu de
[A;, A;] et orthogonal & I’aréte opposée.

1) Montrer que les six plans P; ; concourent en un méme point M appelé point de
Monge du tétraédre.

2) Montrer que 0 est milieu de (M, Q) (on pourra projeter orthogonalement sur les
arétes).

3) Que dire du point de Monge si A est orthocentrique ?

4) Montrer que A est équifacial si et seulement si 0, M, Q sont confondus.

10.2. PROBLEME

Soit A = A;A2A3A, un tétraedre, O I’isobarycentre, M; ; le milieu de (A;, 4;).
1) Montrer que A est orthocentrique si et seulement si les six points M; ; sont sur
une sphére Sy de centre 0.

Dans la suite, on suppose A orthocentrique. Soit H I’orthocentre et S5 le centre de
la sphére circonscrite Sp.

2) Montrer que .S; coupe chaque face (A;A;Ax) suivant les cercles des 9 points du
triangle A;A;Aj.

3) Montrer que les isobarycentres et les orthocentres des faces sont sur une sphéere
So (considérer les homothéties de centre O et H de rapport —% et % et utiliser la
question 2) du probléme 10.1).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 10.1. Soit 3 une base orthonormale de £ et 0 une origine. Les déterminants
de systémes de vecteurs de & seront évalués relativement a la base 0, B de £. Pour
—

touti ona A, = A; + (A, — A;), les vecteurs A; — A; = A;A! étant tous dans ¢, donc
colinéaires, on a donc

[AG: - AL] = det(Ag + (A) — Ao), ..., An + (A, — Ap))
n
= det(Ao,...,An) +ZDZ

ou D; se déduit de det(Ao,...,A;,...,A,) en remplacant A; par A, — A;. Comme
Al et les A;,j # ¢ sont dans le méme hyperplan F;, I’expression déduite de
det(Ag, ..., A, ..., A,) enremplagant A; par A; est nulle. On a donc

D; = —det(Ag, ..., A)
doU [AL,... A"] = —n[ho,. .., A

Solution 10.2. Dans &, on écrit B; = 3. 3;;A;, 00 3;; = 0,5, f;; = 1.On a
2C; = A;+B;. Pour voir que ces éléments sont liés dans £, verifions que le determinant

de la matrice

1 Bor - PBom
c— ﬁll,o 1 : 61',71

Bn,O ﬂn,l e 1
est nul. L’alignement des B; se traduit par rg(3) = 2 ol
0 Bo1 - Bon
B Bro 0 - Bin

ﬂn,O ﬂn,l o 0

Donc 0 est valeur propre, racine du polyndme caractéristique a I’ordre au moins n — 1.
Le fait que >, 3; ; = 1 pour tout j montre que 1 est valeur propre de 3. La derniere
valeur propre de B est nécessairement —1 car Tr(B) = 0, d’ou det C = 0.

Solution 10.3. Par la formule du double produit vectoriel, on a
— = - = — = e e
(AABWWCAD)zz(A«CAD) (B(CADDA
—_ = = = - — —
= (A, C,D)B—-(B,C,D )A
La deuxieme formule s’obtient de la méme facon.
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On a aussi
_

(ZAﬁ).(BAB):(ZAﬁ,aﬁ):((ZAﬁ)/\ﬁ).D

puis on appligue la formule du double produit vectoriel.

Solution 10.4. 1l suffit d’ecrire
AoAs N AsA = (A1A3 — AlAQ) AN (—A1A2) = —AAs ANAjAy = A1As N AqAs

Solution 10.5. (i) Ona

N
Fi = M)Az ANAA, = (A1A3 — A1A2) N (A1A4 — AlAQ)

- = =

= AMA3AAAy — AA3AAAy — AAS ANMAy = —F5, — Fy — F3

(7i) Ona
- — _ . — _ — ——
Fi . AZ'Aj = (AjAk- AN AjAl) . AZ'AJ' = —(AjAk-, AjAl, AjAZ‘)

—[A, Ak, Ay, Ay = [As, Aj, A, Ar] = [A1, Ao, As, Ay

(#41) Par la formule du double produit vectoriel
- = — —_ — - — — - — ——
F; A Fj = FA (AkAi A AkAl) = (Fz . AkAl)AkAi — (Fz . AkAi)AkAl
= (ApAp, ApAj, ApAy)ArA; — (ArAp, Aphj, Aph;)ArA

— —
= —[Ag, Ap Ay, AjJALA; = [Ar, Ag, Az, Ay]ALA,

(7v) Par (iii), on a
- = — - = — NN
(Fi, Fj, Fy) = (F; ANFj) - Fi = [A1, Ao, Az, Ag|AgA; - F,
= (1 Ao Ay, Ad)((Beh - (S A AK))

—_— s —
= [A1, A0, A3, Ay)(ArAy, ARy, AjAS) = [Aq, Ao, Ag, Ag]?

Solution 10.6. (ii) = (7). On suppose que pour toute permutation i,j,k,[ de
1,2,3,4, on a A;A; = ApA;. Les triangles A1A»A3 et AjAoA, ont leurs cotés égaux
deux & deux : AjAs = AsAy, AsAs = AjA, et le cOté A1A5 est commun. Ces triangles
sont donc égaux, donc ont méme aire.

(1) = (ii). Avec les notations de I’exercice 10.5, les ||f;|| sont égaux a une méme
e
quantité F. Soit 6, ; € [0, 7] I’angle non orienté de F; et F;. Pour ¢, j, k, [ permutation
— —

de1,2,3,4, F; + F; = —17;; — FZ Prenant les carrés des normes de chaque membre,
on obtient cos 6; ; = cos 0y, ;, d’ou 8; ; = O ;.
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OnaF, A Fj = [Ar, Az, Ay, Ag]Byy, d’oU
- = 9 .
’[Al,AQ,Ag,A4]’AkAZ = ”Fz VAN F]” =F Slneﬁj

F2Sin(9ij F2sin9kl
Aph; = : = ’ = AA;
|[A17A27A37A4]| |[A17A27A37A4]|

L’équivalence (i) < (iii) se déduit du fait qu’un parallélogramme est un rectangle
si et seulement si ses diagonales ont méme longueur.

Un tétraedre est a la fois équifacial et orthocentrique si et seulement si les faces du
parallélépipede associé sont a la fois losanges et rectangles, donc carrées. Un tétraedre
équifacial et orthocentrique est régulier.

Solution 10.7. Le sous-groupe distingué de cardinal 4 de S, est le groupe de Klein,
formé de I’identité et des trois paires de transpositions disjointes. L’isométrie échan-
geant A; et Ao, Az et A4 est le retournement autour de la droite joignant les milieux My o
de (Al, Ag) et M3 4 de (Ag, A4).

Le groupe de Klein est donc formé de I’identité et des trois retournements autour
des axes (M; ;Mg 1), %, §, k, | étant une permutation de 1, 2, 3, 4. Le composé de deux de
ces retournements étant le troisieme, les axes (M1 2M3 4), (M1,3M2.4), (M1 4Mg 3) forment
un systéme trirectangle de droites se rencontrant en I’isobarycentre 0.

Soit B le tétraedre symétrique de A autour de 0 et C' = A U B le cube associé. Les
trois droites précédentes sont les axes des faces du cube.

Solution 10.8. Le groupe G des déplacements laissant C' stable est isomorphe a
Sy (10.15, p. 276). L’application f — det f est un morphisme G — {—1,1}. Il est
surjectif car la réflexion autour du plan médiateur d’une aréte est un antidéplacement
de G. Donc le noyau G est d’indice 2.

Comme G+ ~ S, est de cardinal 24, G est de cardinal 48.

Toute isométrie laissant stable A laisse fixe 0 donc laisse B stable : si f(A;) = A;,
alors f(B;) = B;. On a donc un sous-groupe A de G isomorphe a S4 (10.13, p. 275),
donc de cardinal 24, donc d’indice 2.

L’intersection A N G est formée des déplacements laissant stables les tétraédres.
C’est un sous-groupe distingué d’indice 4 isomorphe a A 4.

Le troisieme sous-groupe d’indice 2 est formé des f qui
« ou biensontdans ANG™, donc sont des déplacements laissant stables les tétraédres,

« ou bien ne sont ni dans A4, ni dans G, donc sont des antidéplacements échangeant
les tétraedres. Parmi ces isométries, la symétrie centrale Sg.
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On vérifie que I’application associanta f/ € G le couple
e (1,f)sifeGt,
e (=1,Sg0 f)si f ¢ GT,
est un isomorphisme G — {—1,1} x GT ~ {—1,1} x S4. On a de méme un
isomorphisme G — {—1,1} x A~ {—1,1} x &4.

Le sous-groupe distingué de cardinal 8 est formé de I’identité, de la symétrie S,
des trois retournements autour des axes des faces du cube, des composés de ces re-
tournements avec Sq qui sont les réflexions autour des plans médiateurs des arétes du
cube.

Solution 10.9. Soit 0 I’isobarycentre et B le symétrique de A autour de 0. On a
1 1
0= Z(Al + Ay + A3 + A4) = §(M172 + M3,4)
donc 0 est milieu des trois segments [M; ;, My, ;].
Les M; ; sont les isobarycentres des faces du parallelepipede A U B = C. Le

tétraedre A est équifacial si et seulement si C est rectangle, donc si et seulement si
les trois droites (M; My, ;) sont deux a deux orthogonales.

Le groupe des isométries laissant A stable, identifié & un sous-groupe de Sy, contient
le groupe de Klein si seulement si A est équifacial.
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Chapitre 11

Geéeomeétrie des cercles

D’importantes propriétés sont développées dans les quatre premiéres sections :
positions relatives de droites et cercles (11.1.1), puissance d’un point (11.2), propriété
angulaire (11.3), lieu des points dont le rapport des distances a deux points est constant
(11.4). Ceci améne a une premiere approche de la notion de faisceau de cercles, a
points de base dans la section 11.3, a points limites dans la section 11.4. La section
11.5 introduit une extension de la notion de cercle : on ajoute les droites. On y installe
également un point a I’infini.

L’orthogonalité est définie a I’aide d’une forme quadratique de signature (3, 1) dans
I’espace vectoriel de dimension 4 des fonctions circulaires. Ceci permet une approche
plus générale de la notion de faisceau de cercles.

11.1 POSITIONS RELATIVES DE CERCLES ET DE DROITES

Commencgons par reprendre des notions intuitives.

Définition 11.1. Soit C un cercle de centre Q et de rayon R > 0, ensemble des
points M du plan tels que @M = R. Le complémentaire de C' est formé de :

1) I’extérieur formé des M tels que MQ > R,
2) I’intérieur formé des M tels que MQ < R.
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Proposition 11.2. Soit A une droite, H la projection de Q sur A. L’intersection ANC
est

(i) formée de deux points distincts si H est intérieur & C,

(i) vide si H est extérieur a C,

(iii)réduite au seul pointHsiH € C.

Démonstration. Soit @ un vecteur unitaire directeur de AetM;, = H+tw ol t € R.
Ona
— — —> —
191> = [|QH||? + [|HM; [|* = [|QH]| + ¢2.
Donc M; € C si et seulement si t? = R? — QH2. Une discussion immédiate aboutit au
résultat. O

Définition 11.3. On dit que A est sécante & C' dans le premier cas, extérieure
a C dans le deuxieme cas, tangente a C' dans le troisiéme cas.

Corollaire SoitM € C'. La perpendiculaire 7 en M & (QM) est tangente a C'. Toute
droite passant par M distincte de 7 est sécante.

Démonstration. Si 7 est la perpendiculaire en M a (M), alors M est projection ortho-
gonale de Q sur 7,donc 7 N C = {M}.

Si A, distincte de 7, passe par M, la projection orthogonale H de Q sur A est distincte
de M, donc QH < QM = R et A estsécante a C. g

Proposition 11.4. Soit M un point. Alors

(7) M est intérieur & C'si et seulement si toute droite passant par M est sécante ;

(73) M est extérieur a C' si et seulement s’il passe par M (au moins) une droite
extérieure.

Démonstration. ) Supposons M intérieur. Soit A passant par M et H la projection
orthogonale de @ sur A. Ona QH < QM < R, donc H est intérieur a C et A est sécante.

b) Supposons M extérieur. Si A est la perpendiculaire en M a (QM), alors M est projection
orthogonale de @ sur A, donc A est extérieure a C.
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¢) Voyons la réciproque de a). Supposons que toute droite passant par M soit sécante.
Alors M ne peut étre extérieur d’apres b). Et M ne peut étre sur C' car la perpendiculaire
7 en M a (QM) serait tangente. Donc M est intérieur. On voit de méme la réciproque
de b). O

11.1.1. Positions relatives de deux cercles

Proposition 11.5. Soit deux cercles Cq,C5y de centres Q1,Q9, de rayons Ry, Ro,
d = Q1Qs.

(7) L’intersection C; N Cy est non vide si et seulement si
|IR1 — R2| <d< R+ Ry
(ii) si |R; — Ra| < d < Ry + Ra, C; et Cy sont sécants : ils ont deux points
communs distincts ;

(7i1) sid = Ry + R, C; et Cy sont tangents extérieurement en H : tout point de
I’un distinct de H est extérieur a I’autre ;

(iv) sid = Ry — Ry, Cy et Cy sont tangents intérieurement en H : tout point de C'y
distinct de H est intérieur a C.

Démonstration. (i) Supposons que C'; N Co contienne un point M. L’inégalité trian-
gulaire appliquée au triangle MQ1Q- donne

|Ry — Ro| = |MQ; — MQy| < d = Q0 < MQ; +MQy = Ry + Ry
Réciproquement, supposons |R; — Ra| < d < R; + R». Soit M quelconque.
(meciney) & (I = RS et @M = R3)
& (e Cyet|@mm|? - |20 = B - F3)

Soit H la projection orthogonale de M sur (Q;Q2) et I le milieu de (21, Q2).
— 9 — 9 — — — — —_— — _
[I1M]]* — [|QM||* = (1M — QM) - (UM + QM) = 201Q5 - IM = 20:Q5 - TH
Orientons la droite (2192) par le vecteur STQQ On a I’équivalence

<M€C1ﬂ02> & (Me Ch GIQE.ﬁ:R%_R%) PN (Me Cr et T — Ri;d}g%

Définissons H € (2,0,) par TH = 212 Existe-t-ilM € C; de projection orthogonale
H? Autrement dit, H est-il intérieur a C; ou sur C;? On a
. __ _— d R}-R} d&*+R}-R?
QHE=MI+TH=- —
! i SR 2d
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C
M Cy
Q 0 Q,
R — B = (Ry — @H)(Ry + 0H)

_ 2dR; — d*> — R? 4+ R3 y 2dRy + d?® + R? — R2

2d 2d
 R}— (R —a)? y (R1 + d)? — R2
- 2d 2d
(R —Ri+d)(Re+ R —d)(R1 +d— Ro)(Ry +d + Ry)
N 4d?

Par hypothése, ces quatre facteurs sont positifs ou nuls. Donc H est intérieur a C'; ou
sur Cy et la perpendiculaire a (21Q2) en H coupe C7 en deux points distincts ou lui est
tangente en H.

(73) Si |R1 — Ra| < d < Ry + Ro, Hest intérieur aux cercles donc C; et Co ont deux
points communs (11.2, p. 284).

(ZZZ) SiM=#Hestsur Co,ona: MY + Ry = MQy + MQy > 210 = d = Ry + R,
donc M@y > R;. Comme M € C5 et M # H, M n’est pas sur Cq, donc MQ; > R;.

(7v) On raisonne comme pour (477). O
Corollaire 11.6. Soit trois longueurs a, b, c. 1l existe un triangle non aplati ayant
a, b, ¢ pour longueurs des cotés si et seulement si |a — b| < ¢ < a +b.

Démonstration. Par I’inégalité triangulaire, les cbtés d’un triangle vérifient cette
inégalité. Inversement, supposons cette inégalité et soit [A, B] un segment de longueur
c. Les cercles de centres A et B, de rayons b et a sont sécants. Si C est un point commun,
le triangle ABC répond a la question. O

Proposition 11.7. Soit un cercle C de centre Q, de rayon R, P,Q diamétralement
z - . L= —
opposés sur C. Un point M est sur C' si et seulement si MP - MQ = 0.
. . — — — — — 2
Démonstration. Comme QP +QQ = 0,onaqQP-QQ = —R“ et
— — —> — —> — 2 — — — — —> 2 2
MP-MQ = (MQ+ QP) - (MQ + QQ) = MQ° + MQ - (P +QQ) + QP - QQ = MQ° — R

D’ou les équivalences (M € C) & (MQ2 = R2> & (bﬁ MG = 0) O
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Proposition 11.8. Tangentes issues d’un point. Soit un cercle C de rayon R et de
centre Q. Par un point M extérieur passent deux tangentes.

Démonstration. Etant donné T € C, (MT) est
tangente a C si et seulement si (MT) et (TQ) sont
perpendiculaires, c’est-a-dire si T € I, cercle de
diamétre (Q,M). La question est donc : les cercles
C' et I sont-ils sécants ?

Le centre I de I" est le milieu de (M, Q). La distance
des centres est égale au rayon %MQ dell

Les inégalités IQ — R < IQ < IQ + R sont claires.
Reste a vérifier R — IQ < IQ, soit R < 2IQ = MqQ.
Ceci est vrai si et seulement si M est extérieura C.

Remarquons que ceci donne une construction géometrique des tangentes a C' issues
de M : on prend les points T1, To communsa C' et I O

11.2 PUISSANCE D'UN POINT

La puissance d’un point par rapport & un cercle joue le role d’une distance.

11.2.1. Théoréme fondamental

Théoréeme 11.9. Soit C' un cercle de centre Q et de rayon R et M un point du plan.
Pour toute sécante passant par M coupant C' en P et P’ et pour tout diamétre (P, Q) de

C.onaMp-MJ = MP x MP’ = MQ2 — R2.

Cette quantité notée C'(M) est appelée puissance * de M par rapport a C.

M Demonstratlon Comme P, Q sont diamétralement

P! Opposés, P P et P Q sont orthogonaux (11.7, p. 286).
Ona:
WPxMP’ = MP - (MQ + QP')
P Q — = T
Q = MP-MQ+MP-QP' = MP - MQ
— — — — 2
(MQ + QP) - (MQ + 0Q) = MQ?

Le signe de C'(M) détermine un régionnement du plan :

e si C(M) < 0, M est intérieur, le minimum de C'(M) étant atteint au centre avec
c(Q) = -R?,

e siC(M)=0,MestsurC,

1. Les valeurs algébriques MP et MP’ dépendent du choix d’un des deux vecteurs unitaires opposés de la
sécante, mais le produit MP x MP’ n’en dépend pas.
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* si C(M) > 0, Mest extérieur. Si T est point de contact d’une tangente issue de M, on
a (d’aprés le théoréme de Pythagore) C'(M) = MQ? — TQ? = MT?.

Proposition 11.10. Soit Ay, Ao, deux droites sécantes en 0 et Mq,Ny,Ms,No des points
de Ay, A, distincts de 0. Pour qu’il existe un cercle ayant pour intersection M; et Ny
avec A et M, et Ny avec Ao, il faut et il suffit que

OM; x ON; = OMy x ONg

Démonstration. La condition est nécessaire : s’il existe un tel cercle C, on a
C(0) = OM; x ON; = OM; x ON,.
Inversement, supposons cette relation satisfaite.
Supposons M; et N distincts. Le cercle C' = (M;N;My) recoupe Ay en N/, éventuelle-
ment confondu avec M, si As est tangentea C. On a

OM; x ONp = OM; x ON; = C(0) = OMy x ON}

d’ou Ny = N, et les points sont cocycliques.
Si par contre M; et Ny sont confondus ainsi que M et No, alors 0M; = 0Ms. Les droites
orthogonales en M; et My a A; et Ay se coupenten Q. Ona

aM? = 00? — OM7 = 0Q% — OM3 = QM3 = R?

Le cercle de centre Q et de rayon R est tangenten M; et My a Ay et As. ]

11.2.2. Expression analytique

—

Soit un repére orthonormé (0, %", '), @ de coordonnées a, b, R > 0 et C le cercle de
. —
centre Q et de rayon R. Alors C est I’ensemble des points M(z, ) tels que || QM||? = R?,
c’est-a-dire tels que
(x—a)+(y—b)?=R?
C’est une équation du cercle C. Un cercle a une infinité d’équations, toutes propor-
tionnelles : soit v # 0, « = —ya, 3 = —vb, § = v(a? + b* — R?), alors
y(z? +y?) + 20z + 208y +0 =0

est aussi une équation de C'. Parmi ces équations, il en est une particuliére : I’équation
normale ou le coefficient de 2.2 + y® est 1.

Définition 11.11. Un polynéme circulaire, est un polynéme du type
P(X,Y)=~v(X?+Y?) +2aX +28Y +6
Les polynémes circulaires forment un R-espace vectoriel de dimension 4.

Etant donné un polyndme circulaire non nul P(X,Y’), I’ensemble V(P) des M(z, y)
tels que P(x,y) = 0 est-il un cercle ? Voici deux familles de cas :
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(1) Casou vy # 0, i.e. P est effectivement de degré 2. Remplagons P par son poly-
ndme normalisé

P(X,Y 5
R(X,)Y) = PEY) _x2py2 9% 490y 4 0
Y Y Y Y

2 2 _ 2 2
= (X—g> _|_<Y_é> +7M"—25
Y Y v

Si o + (% — 3 > 0, V(P) est le cercle de centre (-2, —%) et de rayon

=

Si a® + 3% — 6 = 0, V(P) se réduit au point o(— <, —g). On dit que V(P)
est le cercle-point {Q}.
Si a? + 32 — 44 < 0, aucun point ne vérifie I’équation, V(P) est vide.

(2) Cas ou v = 0, c’est-a-dire que P est de degré 1. Ces polyndmes forment un
sous-espace vectoriel de dimension 3 de I’espace des polyndmes circulaires.
Sia= (= 0etd # 0, aucun point ne vérifie I’équation, V(P) est vide.
Si (e, B) # (0,0), V(P) est la droite d’équation 2acx + 26y + § = 0.

Expression analytique de la puissance. Soit le polynéme normal
P(X,)Y)=X?>+Y?+2aX +28Y +60ua’+ 3 —35>0

et le cercle V(P) = C de centre Q(—«, —3) et de rayon R = /a2 + (32 — 4. Pour
tout Mo (o, yo), On a

C(Mg) = M — R* = (mo + @) + (yo + B)* — (o + % — &) = P(w0, o)

La puissance d’un point My par rapport a un cercle C s’obtient en remplagant x, y
dans I’équation normale de C' par les coordonnées x g, yo de Mo.

11.2.3. Espace vectoriel des fonctions circulaires

La discussion précédente est menée relativement a un repére orthonormé (0, 7°, 7).
Reprenons la « intrinsequement », c’est-a-dire sans utiliser de repére.

Définition 11.12. Etant donné un point origine 0, une fonction circulaire est
une application non identiquement nulle

F:P R, M F(M) = |02 + 2Vy - 0t + F(0) odl Vg € P

L’expression de F relativement a une autre origine 0’ est du méme type avec la
méme constante - ne dépendant que de F et notée v(F").



290 11 « GEométrie des cercles

On aen effet :
— — 9 Y — —
y||o'M — 0'0||* + 2V4 - (0'M — 0'0) + F(0)
— —>

> 2 —

v[l0'M||* + 2(Vo — 40'0) - 0'M + F(0')
— —

= ~[o'M|%2 + 2V - 0'M + F(0')

F()

. — — —
ot on pose Vor = Vo —~0'0

Soit une fonction circulaire £ non identiquement nulle, étudions I’ensemble
V(F) =A{M| F(m) = 0}
N . . 1757 . . - — ,
e Casou~(F) # 0. Soitle pointQ =0 — ;VO. C’est le point tel que Vo = 0 appelé
centre de F'. On adonc

) = |+ F(@) =~ (J + 20
Si @ < 0, V(F) est le cercle de centre Q et de rayon

Si @ =0, V(F) se réduit au cercle-point {Q}.
Si @ > 0, aucun point n’annule F, donc V(F) est vide.

_Fe
-

Une fonction circulaire F' est normale si v(F) = 1. Si y(F) # 0, on se ra-
meéne a ce cas en remplacant F' par sa normalisée ﬁF Pour F' normale, on

a F(M) = aM? + F(Q). Si F(Q) < 0, V(F) est le cercle de centre Q, de rayon
= /—F(Q) et F(M) est la puissance de M relativement a ce cercle.

» Casou~(F)=0.Alors F(M) = 2170-cm+F(0) et F' est une fonction affine (9.12,
p. 250).

g — .
Si Vo = 0, F estconstante et V(F') est vide.

Si 175 #* 0, V(F) est une droite orthogonale a 175 partageant le plan en V(F) et les
demi-plans ouverts {M | F'(M) > 0} et {M | F'(M) < 0}.

Expression analytique
Pour v # 0, posons ®(F) = —yF(Q), du signe de — . Ramenant P a un repére
orthonormé (0, 7°, 77’), la fonction circulaire F est de type « polynomial circulaire »

F (Q)

M(”yU)HF( ) =(2? + y?) + 20z + 28y + 0

Un calcul immédiat donne

O(F) = Vol =~vF(0) = o® + % =70
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Cette quantite, indépendante de 0, ne dépend que de F'. Elle existe aussi si v = 0 et
—
vaut alors ||V]|?. La discussion précédente montre que V(F)

— aune infinité de points si ®(F') > 0 : c’est une droite ou un cercle selon que ~y est
nul ou non,

— estréduita un pointsi ®(F) =0ety # 0,

— estvidesi ®(F) < 0ousi ®(F)=~=0.

Proposition 11.13. Les fonctions circulaires (en leur adjoignant la fonction nulle)
constituent un R-espace vectoriel de dimension 4. On le note C.

Démonstration. Soit F' et G deux fonctions circulaires définies par

F(M) = y(F)0M2 + Vo(F) - 0M + F(0), G(M) = ~(G)0M? + Vo(G) - O + G(0)
0 étant une origine quelconque. Soit (A, 1) un couple de réels, I’application
AF +puG: M — (M (F)+py(G))oM® + (/\VD(F) +/ﬂ7$(G)) -OM+ AF(0) + pG(0)

est une fonction circulaire. L’application F' — (V(F), %(F),F(O)) est un isomor-
phisme de I’espace vectoriel C sur R x P x R de dimension 4.

On peut aussi dire que la donnée d’un repere orthonormé détermine un isomorphisme
entre C et I’espace des polyndmes circulaires. O

Exemple : La fonction de Leibnitz F' (p. 255) relative a un systéme de points pondérés
(cv, A;) est une fonction circulaire telle que v(F) = ) «. La discussion relative &
cette situation est un cas particulier de la discussion menée plus haut pour les fonctions
circulaires.

11.2.4. Axe radical de deux cercles

Proposition 11.14. Soit deux cercles C'1, Cy de centres Q1, Qo distincts. L’ensemble
des points M ayant méme puissance par rapport a ces cercles est une droite orthogonale
a la droite des centres (21Q2). On I’appelle axe radical des deux cercles.

Démonstration. On suppose C; = V(Fy) et Cy = V(F,) ol Fy(M) = QM2 — R?
et [ (M) = QuM? — R3. On déduit le résultat de ce que F' = F; — F5 est la fonction
affine M — F'(M) ou, I étant milieu de (Q1,Q2),

F) = M - ||@M|? — R} + R}
= (M + QM) - (UM — QM) — R? + R3
= Zﬁ}[-Qlﬂg—R%—l—R%
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11.3 PROPRIETE ANGULAIRE DU CERCLE
11.3.1. Théoréme fondamental

Théoreme 11.15. Soit C un cercle de centre Q, A, B deux points de C'.
(i) C'\ {A,B} est I’ensemble des points M du plan tels que

—
- =

2(MA,MB) = (A, QB) mod(2n)
(1) Si (At) est latangente en A & C, alors

—
=

2(At, AB) = (Q4,Q

|

(s3]

) mod(27)

Démonstration. (¢1) Soit M € C, distinct de
A et B. Considérant les réflexions autour des
médiatrices .4 de (A,M) et B de (B,M), on a,
modulo 27

2(MA, MB) = (Q4, B).

(44) Soit 7 un vecteur unitaire de (At) et 71 = — 7. En faisant opérer les réflexions
autour de (Q4) et de la médiatrice D de (A, B), on a modulo 27

Onadonc

—

2(At, AB) = (QA, CB).

(#2) Pour terminer la démonstration de (4), soit M’ un point non sur C'. Montrons que

2(WA,W'B) % (QA, QB) modulo 27.

SiM € (AB), alors 2(MWB) =0.

Si M ¢ (AB), le cercle C’ = (ABM) est de centre Q' # Q. La perpendiculaire
(At') en A a (@A) est distincte de (At). Par la partie directe, on a modulo T,
(WA, WB) = (At’, AB) % (At, AB), donc

—
- =

2(WA,W'B) # (QA, QB) modulo 27.
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Corollaire 11.16. Quatre points distincts A, B, C, D sont cocycliques ou alignés si et
seulement si (CA, CB) = (DA,DB) mod(m).

Proposition 11.17. Complément au théoréme de I’angle inscrit. Soit A, B deux points
distincts, 6 €]0, 7| et Cy le cercle ensemble des M tels que (MA, MB) = 6 mod(r). La
fonction affine M — [A, B, M] détermine un partage du plan en (9.13, p. 251)

* ladroite (AB),

* le demi-plan ouvert P+ des M tels que [A, B,M] > 0,

* le demi-plan ouvert P~ des M tels que [A,B,M] < 0,

Le cercle Cy prive des points A, B se compose des deux arcs de cercles
Ct = {M| (MA,MB) = 0 mod(27)} = Cy NP+,

= {pM} | (MA,MB) = 0 + 7 mod(27)} = CyN P~

—
= =

Démonstration. On a [A,B,M] = MA x MB X sin(MA,MB), du signe de sin(MA, MB)
(9.17, p. 254). Si 6 €]0, «[, sin @ > 0, sin(f + 7) = —sinf < 0, d’ou

Cf={M| (ﬁ,@) = 0 mod(2m)} = Cy NPT est I’'ensemble des points M du
cercle Cy tel que le triangle ABM soit direct,

= M| (ﬁ,@) = 6 + 7 mod(2m)} = Cy NP~ est ’ensemble des points M
du cercle Cy tel que le triangle ABM soit inverse. O

11.3.2. Applications

Proposition 11.18. Théoréme de Simson . Soit un triangle ABC, C le cercle circons-
crit, M de projections orthogonales U, V, W sur (BC), (CA), (AB). Pour que U, V, W soient
alignés, il faut et il suffitque M € C.

Démonstration. Par cocyclicité des groupes de points M U
(M,A,V,W), (M,B,W,U), (M,C,U, V), on a modulo 7 C

(OV, UW) = (UV, UM) + (M, UW) = (CV, CH) + (BM, BW)
= (CA, CH) + (BN, BA) = (CA, BA) — (CH, BH)

Donc U, V,W sont alignés si et seulement si on a les
propriétés équivalentes

((67,0W) = 0 mod(r))) + ((CA,BA) = (G, BH) mod(r)) AWB
& (M € C)

La droite portant U, V, W s’appelle la droite de Simson de M. O
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11.4 FAISCEAUX DE CERCLES

11.4.1. Faisceaux a points de base

Définition 11.19. Soit A, B deux points distincts. On appelle faisceau de cercles
a points de base A, B I’ensemble des cercles passant par A, B. On convient de
considérer la droite (AB) comme cercle dégénéré du faisceau.

Ces cercles sont centrés sur la médiatrice de (A,B). Comme A et B ont une
puissance nulle par rapport a tout cercle du faisceau, I’axe radical de deux cercles
distincts du faisceau est la droite (AB). Par tout M distinct de A, B passe un unique
cercle du faisceau. On a une bijection de R/7Z sur le faisceau : & 6, on associe

Cy = {M| (MA,MB) = 6 mod(n)}. Le «cercle » associé & I’angle nul (modulo ) est
I’axe radical (AB).

11.4.2. Faisceaux de cercles a points limites

Théoréme 11.20. Théoréme d’Appolonius. Soit A, B deux points distincts du plan

et k£ un réel positif. L’ensemble C/, des M tels que % = k est

 pour k = 1, la médiatrice de (A,B),

* pour k # 1, un cercle centré sur (AB), coupant le droite (AB) en deux points I,J
tels que [A,B,I,J] = —1.

L’axe radical de deux cercles C, et Cy, distincts est la médiatrice de (A, B).

Démonstration. Pour que M € Cy, il faut et il suffit que MA? — k2MB? = 0. L’applica-
tion M — MA2 — k2MB? est une fonction de Leibnitz (9.19, p. 255).

Pour k£ = 1, on a la médiatrice de (A, B).
Pour k # 1, on a un cercle centré en le barycentre Q =
Retrouvons ceci autrement.
Supposons k£ # 1. On a
MA2—:2MB? = (MA+KMB)-(MA—kMB)
= (1+k)MI-(1—k)MJ M
I,J étant les barycentres

__ A+kB __ A—kB
I= l+k’J_ 1-k

OnaM € Cj si et seule-

A—Kk?B
1-k2

Cy

L=
ment si MI - MJ = 0, c’est- B I AQ J
a-dire si M est sur le cercle
de diametre (I,J) (11.7, Ch
p. 286).

La division A, B, I, J est harmonique car = = k = —=.
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La puissance d’un point M relativement a C, est

Cu) = it o MALRNB M KMB _ MA® — 1°MB”
R T Ol+k 1-k 1k

Pour tout M appartenant a la médiatrice de (A,B), on a C(M) = MA% = MB?, quantité
indépendante de k. O

Définition 11.21. Par extension, I’axe radical C; et les cercles points
{A} = Cy et {B} = C sont considérés comme faisant partie de cette famille
de cercles, appelée faisceau de cercles a points limites A, B. On voit alors que
par tout point M passe un unique cercle du faisceau a points limites A, B.

Questions :
Deux cercles distincts Cy,, Cx, d’un faisceau a points limites A, B n’ont pas de point

MA s - :
commun car B n’est pas égal a la fois a & et &’. Inversement, deux cercles sans point

commun appartiennent-ils a un méme faisceau a points limites ? Pourquoi cette méme
terminologie de faisceau pour des situations apparemment dissemblables : faisceau a
points limites, faisceau a points de base ? C’est a la section 11.5.2. qu’il est répondu a
ces questions.

Exercice 11.1. Ondonne les cercles C1, C5 par des équations relativement a un repére
orthonormé

pour o :V(Pl) R P1($,y) :’71($2 —|—y2) 4+ 2002 + 261y + 01 =0
pour Cy = V(P) , Pa(z,y) = v2(2® + y*) + 2002 + 260y + 62 = 0
Quelle est I’équation de leur axe radical A ?

Exercice 11.2. Surun cercle C, on donne quatre points A, B, C, M distincts. Etant donné
une direction X, les droites A+ X, B+ X, C+ X recoupent C'en A’,B’, C’. Les droites
(Ma"), (MB'), (MC’) coupent (BC), (CA), (AB) en P, Q,R.

1) Montrer que M, P, Q, C sont cocycliques.
2) En déduire que P, Q, R sont alignés.

Exercice 11.3. Soit un triangle ABC, X', ) les bissectrices de (CA, CB) coupant (AB)

en I, J. Montrer que
IA JA CA

B JB CB
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Exercice 11.4. 1) Soit A une droite, 0 ¢ A, A la projection orthogonale de 0 sur A,
A’ € (04) distinct de 0, C' le cercle de diamétre [0, A]. Pour tout M € A, (OM) recoupe
C'en M. Montrer que A, A’, M, M sont cocycliques.

2) Soit 0 un point, & # 0. On appelle inversion de pdle 0 et de puissance &
I’application Inv(0, k) de P privé de 0 sur lui-méme associant a M le point M’ € (0OM)
tel que OM x OM’ = k. Que deviennent par inversion les droites du plan?

Exercice 11.5. 1) Soit C'un cercle, 0 ¢ C, h une homothétie de centre 0, C’ = h(C).
Etant donné deux droites A; et A, passant par O coupant C' respectivement en
My, Ny et Mg, No, soit Mj, Ni, M5, Nf, les transformés de M;, Ny, My, Ny par h. Montrer que
Mp, Mg, N, N, sont cocycliques.

2) Que deviennent par une inversion de p6le 0 les cercles ne passant pas par 0 ?

11.5 L'ESPACE DES CERCLES DU PLAN

11.5.1. Orthogonalité entre cercles

Considérons I’espace C de dimension 4 des fonctions circulaires (11.12, p. 289).

Définition 11.22. Soit I’ définie par :
F:P — R
N
M — (F)|[0M]2 + 2V(F) - OM + F(0)

ou 0 est un point origine. A une fonction circulaire F', on associe I’ensemble

V(F') des points M tels que F'(M) = 0. La quantité ®(F’) ne dépendant que de

F définit une forme quadratique sur C

d:.C — R
.
F +— ©(F) = |[Vo(F)|* - (F)F(0)

(1) Si ®(F) > 0, I’ensemble V(F') est infini : cercle si v(F') # 0, droite
si v(F') = 0. Par extension, les droites sont considérées comme cercles
particuliers. On I’a déja fait en considérant I’axe radical d’un faisceau a
points de base ou a points limites comme cercle particulier du faisceau.

(2) Si®(F) <0, V(F) estvide.

(3) Si ®(F) = 0etvy(F) # 0, V(F) est un cercle-point. On adjoint au plan
P un élément supplémentaire : le point & I’infini co. Pour ®(F) = 0 et
~(F) = 0, alors @ est constante sur tout P. Par extension, on dit alors que
V(F) = {oo} est le cercle-point & I’infini. Les éléments isotropes de C

sont les fonctions circulaires associées aux cercles-points. On y ajoute les
fonctions constantes associées au cercle-point {oco}.
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Définition 11.23. On appellera cercle généralisé un ensemble V(F') du type
précédent. Un cercle au sens ordinaire est donc un cercle généralisé particulier
appelé cercle a centre. L’ensemble P = P U {co} s’appelle le plan complété
annalagmatique de P.

Définition 11.24. Soit une origine 0. L’application ®: C — R est une forme
quadratique sur C de forme polaire C x C — R (encore notée ®)

(F1, Fy) = @(Fy, Fy) = Vo(F) - Vo((s) — 5 (Fa(0)(Fy) + Fy(0)(F2))

Deux cercles généralisés C; = V(F}) et Cy = V(F3) sont dits orthogonaux
si F et F; sont deux vecteurs de C orthogonaux pour la forme quadratique ®.

Ceci ne dépend pas des fonctions circulaires £ et F5 définissant C et C qui sont
les A1 Fy et Ao Fs (A1, A2 non nuls). La nullité de ®(Fy, F») équivaut a la nullité de
O (N F1, N Fy) = MA@ (Fy, Fy). Lorthogonalité entre cercles généralisés est donc
bien définie. Décrivons géométriquement cette situation pour les différentes sortes de
cercles généralisés.

(1) Cas de deux droites. On a
— — — -
Fy(M) =2Vo(F1) - M+ F1(0) , Fo(M) = 2Vo(F3) - OM+ F5(0)
— —
O(Fy, Fy) = Vo(Fy) - Vo(Fy)

V(Fy) et V(Fy) sont des droites orthogonales aux vecteurs VD(Fl) et 170(F2)
et deux droites sont orthogonales au sens précédent si et seulement elles sont
orthogonales au sens ordinaire.

(2) Cas d’un cercle ou droite et d’un cercle-point. On place I’origine en le centre 0
du cercle-point: V(F;) = {0}. Alors

Fi(M) = (FL)|[ON][2 , Fo(M) = 7(F)||OM|)% + 2Vo(Fy) - Ol + Fy(0)
O(Fy, Fy) = —%F2(0)’Y(F1)

O (F1, Fy) est nul si et seulement si F5(0) = 0. Un cercle-point V(F}) = {0}
et un cercle ou droite V(F>) sont orthogonaux si et seulement si 0 appartient a
I’ensemble droite ou cercle V(Fy).

(3) Cas d’un cercle ou droite et du cercle-point {oco}. L’origine est 0 quelconque.
Alors

Fi(M) = F1(0) , Fo(M) = 7(F)||OH|)% + 2V5(F») - Ol + F»(0)

O(Fy, Fy) = —%Fl(O)V(FQ)
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O(Fy, F5) = 0 si et seulement si v(F») = 0. Le cercle-point {cc} et le cercle
ou droite V(F») sont orthogonaux si et seulement si V(F%) est une droite. On
peut donc énoncer : les droites sont les cercles généralisés passant par le point a
I”infini.

(4) Cas d’un cercle a centre et d’une droite. On place I’origine 0 en le centre du
cercle V(Fy). On adonc

FL(M) = ~(F)||0H|J2 + FL(0) , Fo(M) = 2V5(Fy) - O + Fy(0)
O(F, Fp) = —%F2(0)’Y(F1)

O(F1, Fy) = 0si et seulement si F»(0) = 0. Un cercle a centre et une droite sont
orthogonaux si et seulement si la droite passe par le centre du cercle.

(5) Cas de deux cercles a centres. Cela fait I’objet de la proposition suivante :

Proposition 11.25. Soit C, C5 deux cercles de centres Q1, Qo, de rayons Ry, R,
d = Q. Ona ®(Fy, F2) = 3(R? + R} — d?) et il y a équivalence entre les
énoncés suivants :

a) Cy et Cy sont orthogonaux,

b) C1(Q2) = R3, (respectivement Co(Q1) = R?),

¢) C1 et Cy se coupentet, pour T € C1NCo, (21T) et (22T) sont orthogonales,

d) C; et Cy se coupent et, pour T € C; N Cq, (1T) est tangente & Cy
(respectivement (Q2T) est tangente & C'),

e) il existe une sécante passant par le centre de I’'un coupant ces cercles en
quatre points en division harmonique,

f) toute sécante passant par le centre de I’un coupe ces cercles en quatre
points en division harmonique.

Démonstration. Soit F; et F; les fonctions circulaires normales définissant C'; et
Co. PourtoutMeti = 1,2, ona C;(M) = F;(M) = oM* — R2. Si 0 est milieu de
(Q1,92), ona F;(M) = OM? — 20Q; - OM + 9,02 — R?,d’ou

1

O(Fy, Fy) = %(R% +R;—d) = 5(3% — By()) = 5 (RS — Fi(2))

N —

Ceci donne I’équivalence de a), b1) et b 2).

Ces cercles se coupent si et seulement si |[Ry — Ry| < d < Ry + Ry, donc si
|®(F1, Fy)| < 2R1 Ry (11.5, p. 285). Si ®(F1, F») = 0, I’inégalité est vérifiée et
les cercles se coupent. Soit T un point commun. On a

2 — = 2 — —
Fi(M) = TM? — 2TQ - TM, Fh(M) = TM? — 2TQ, - TM

et ®(F, F5) = T - TQ,. On en déduit I’équivalence de a) et c).
L’équivalence de ¢), d1) et d2) est claire.
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Soit D une sécante passant par Q; coupant C; en My, Ny et Cy en My, No,
B(Q) = QM - Ny, R = M} = N}
Alors b2) équivaut a Q1M - QNg = QM7 = Q;N7, ce qui équivaut &
[My,Nq, Mg, No| = —1

par la relation de Newton caractérisant les divisions harmoniques (8.26, p. 217),
d’ou I’équivalence de b), e) et f). O

Proposition 11.26. La signature de ® est (3, 1).

Demonstration. Soit C; = V(F}), Co = V(F3) deux cercles a centre orthogonaux,
Py, P, les points communs. Alors {P;} et {P2} sont orthogonaux a C; et C. Posons
©;(M) = P;M? pour tout point M. On a une base (F\, F», 1, 2) de C et la décomposi-
tion de C = Vect(F, Fy) @+ Vect(p1, ©2) en somme directe orthogonale. La matrice
de ® dans cette base est

O(F) 0 0 0
0 ®F) 0 0
0 0 0 ‘1’(9017902)
0 0 ®(p1,02) 0

Les restrictions de ® a Vect(Fy, Fy) et Vect(p1,p2) sont respectivement définie
positive de signature (2, 0) et hyperbolique de signature (1, 1), d’ou le résultat. O

11.5.2. Faisceaux de cercles : nouvel éclairage.

La donnée d’un plan vectoriel IT C C définit le faisceau de cercles F(II) formé des
cercles V(F') ou F décrit II, avec ®(F') > 0 pour que V(F’) soit un cercle généralisé
non vide (11.22, p. 296). Si donc on choisit deux cercles généralisés C; = V(F})
et Co = V(F5) on aura déterminé un faisceau F(C1,C5) correspondant au plan
vectoriel Vect(Fy, F5).

Proposition 11.27. Soit F un faisceau de cercles et M un point. Alors
 ou bien M appartient a tout cercle généralisé du faisceau,
 ou bien M appartient & un unique cercle généralisé du faisceau.
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Deémonstration. Supposons F défini par Cy = V(F}) et Cy = V(F3). On cherche
les couples (A1, A2) tels que Ay F; (M) + Ao F2(M) = 0.

SiM e Cy N Oy, F1 (M) = F»(M) = 0, donc tout couple (A1, A2) convient.

Si Fi(M) et F5(M) ne sont pas tous deux nuls, les couples (A, A2) cherchés
sont proportionnels a (FQ(M),—Fl(M)). L’'unique cercle passant par M est donc

V(Fg(M)Fl - Fl(M)F2>. 0

Nous allons maintenant classer les faisceaux de cercles. Tout repose encore sur la
forme quadratique ®, dont la signature est (3, 1). Si F(II) est un faisceau, il y a trois
cas pour la restriction | de ® aIl:

(1) @, estdesignature (1, 1), les faisceaux définis par ces plans s’appellent faisceaux
a points limites.

(2) @, estdesignature (2,0), les faisceaux définis par ces plans s’appellent faisceaux
a points de base.

(3) @, est degénérée, c’est-a-dire que le plan vectoriel IT est isotrope : on parle alors
de faisceaux singuliers.

Avant d’entrer dans I’étude géométrique de ces différents cas, parlons d’orthogo-
nalité. Comme & est non dégénérée, I’application involutive IT — II1 établit une
bijection entre :

* I’ensemble des plans vectoriels P tels que @, est de signature (1,1),
* I’ensemble des plans vectoriels () tels que @/, est de signature (2, 0).

En effet, dans ces deux cas les plans sont non isotropes, la signature est imposée par
le théoreme de Sylvester (cf. 6.18).

Définition 11.28. Si F(II) est un faisceau de cercles, F(I1+) s’appelle le
faisceau conjugué. Pour II non isotrope, on a la décomposition en somme
directe orthogonale C = II @+ II+. Donc F(II') est formé des cercles
orthogonaux a tout cercle de (IT). On notera F le faisceau conjugué au
faisceau F.

Un cercle généralisé appartient & - si et seulement s’il est orthogonal & deux
cercles généralisés distincts de F.

a) Etude des faisceaux a points limites.

On suppose @, de signature (1,1). Alors IT a une base formée de deux vecteurs
isotropes, fonctions circulaires f et g telles que ®(f) = ®(g) = 0.
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» Cas général V(f) = {A} et V(g) = {B} sont deux cercles-points distincts.
Supposant f et g normalisées, f(M) = AM? et g(M) = BM? pour tout M. Les fonctions
circulaires de Vect(f, g) sont du type

F = \f + pg : M — \AM? + ;BM?

On a clairement V(F') = ¢ si A et i sont non nuls de méme signe. Pour A, i non
nuls de signes contraires,

MA

On trouve la notion de faisceau de cercles a points-limites A, B au sens de la défini-
tion 11.21, p. 295. Ce faisceau est noté F (A, B).

» Cas de cercles concentriques c’est le cas ou g est constante, c’est-a-dire ou
V(g) = {oo}. On peut supposer que f(M) = MAZ et g(M) = 1. Les fonctions
circulaires de Vect(f, g) sont du type

F=X+pu:M— MM+ 4

Ona V(F) = ¢ si A et unon nuls ont méme signe. Pour A, . non nuls de signes
contraires,

V(F)Z{M|)\MA2+,LL:0}:{M]MA:R}0L‘JR: %

On trouve I’ensemble des cercles de centres A. C’est un cas particulier de faisceau
a points-limites, noté (A, co).

b) Etude des faisceaux a points de base.

Un faisceau F = JF(II) a points de base est donc un faisceau tel que @, est de
signature (2,0), donc définie positive. Pour tout F' € II, ®(F) > 0 donc le cercle
généraliseé V(F') est défini pour tout £ € II. Le faisceau conjugué est alors un faisceau
a points limites A, B (avec éventuellement B = oo).

+ Cas général : on a 7+ = F(A,B), donc F est formé des cercles généralisés
orthogonaux aux cercles-points {A} et {B}, il s’agit donc des cercles passant par
A et B. On retrouve la notion de faisceau a points de base de 11.19, p. 294.

+ Cas de droites concourantes : c’est le cas oll F- = F(A, co) est formé des cercles
de centre A. Alors F est formé des cercles généralisés orthogonaux a {A} et {oo},
c’est-a-dire des droites passant par A.
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La figure suivante décrit ces deux situations.

A faisceau a points-limites (A, B)

B faisceau a points de base 7+ (4, B)

faisceau a points-limites 7 (A, co)

faisceau a points de base 7+ (A, c0)

¢) Etude des faisceaux singuliers.

Ce sont donc les faisceaux ou F = F(II), avec II isotrope. Alors @ est de rang 1.
Il existe dans I une unique droite isotrope ®-orthogonale a tout élément de II. Soit f
un générateur de cette droite isotrope.

« Cas général d’un faisceau de cercles tangents On suppose f hon constante, du

type M — AM2, associée au cercle-point {A}. Tout cercle de F est orthogonal au
cercle-point {A}, donc passe par A. Deux cercles C, C” distincts de F passent par A
sans avoir un deuxiéme point B commun, sinon J serait & points de base A, B. Tous
les cercles de F ont méme tangente A en A.
Inversement, soit C' un cercle tangenten Aa A (ou C = A) etM € C distinct de A.
L’unique cercle de F passant par M ne peut étre que C', d’ou C' € F (11.27, p. 299).
Le faisceau conjugué est aussi singulier, formé des cercles tangents en A & la droite
A’ orthogonale a A.

» Cas d’un faisceau de droites paralleles On suppose f = 1, associée au cercle-
point {oo}. Les cercles (généralisés) de F sont orthogonaux a {oco}, donc sont des
droites. Deux droites de F n’ont pas de point commun B # oo sinon F serait le
faisceau a points de base F (B, o) des droites passant par B. Donc F est formé de
droites de méme direction D et de {oo}.
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Inversement, soit C' une droite de direction D etM € C. L’unique cercle généralisé
de F passant par M ne peut étre que C', d’ou C' € F.

Le faisceau conjugué est formé des droites de direction D, et les figures suivantes
décrivent cette situation.

faisceaux conjugués

de cercles tangents

A A’

enAaAetA/

faisceaux conjugués

de droites paralléles

de directions D et D+

Proposition 11.29. Axe radical. Soit F un faisceau de cercles qui n’est formé, ni de
cercles concentriques, ni de droites concourantes ou paralleles. L’axe radical A de
deux cercles de F est le méme pour toute paire de cercles de F et est I’unique droite
de F.

Démonstration.  S’il existait deux droites A et A’ dans F, alors on aurait
F =F(A,A").Si AetA’secoupenten A (resp. sont paralleles), F serait formé des
droites passant par A (resp. paralleles a A et A’). Ces éventualités sont exclues.

Soit Cy = V(Fy) et Cy = V(Fy) deux cercles a centre distincts de F ou les fonctions
circulaires F', F5 sont normalisées et 0 une origine

WM, Fy(M) = OM2 + 2V; - OM + Fy(0) , Fa(M) = OM2 + 2V3 - OM + F(0)

L’axe radical de C et Cs est V(Fy — F5), cercle généralisé du faisceau. O
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11.6 PROJECTION STEREOGRAPHIQUE

Soit £ un espace affine euclidien de dimension 3, E son espace vectoriel associé, P
un plan de &, S une sphére de centre Q. La perpendiculaire a P passant par Q coupe S
en deux points s, o avec s ¢ P. Les points Q, o, s ont méme projection orthogonale 0
sur P.

s On a une bijection 7 de la sphére S sur le
plan annalagmatique 7 ainsi définie :

1) am € S distinct de s, on associe le
m Q S point w(m) = M ou la droite (sm) coupe
P,
2) a s on associe le point a I’infini oo de
P.

p  Cette bijection s’appelle la projection

M 0 stéréographique de sommet s de la
sphére S sur le plan P. Nous verrons que 7 établit une bijection entre cercles traces
sur S et cercles généralisés de P.

11.6.1. Plans et sphéres

Comme en géométrie plane pour les droites (9.13, p. 251) et cercles (11.12, p. 289),
on décrit un plan (resp. une sphere) comme ensemble des points annulant une fonction
affine (resp. circulaire). Etant donné une origine s,

* une fonction affine est une application f: £ — R
P f(P) = - sP+ f(s)
Les fonctions affines forment un espace vectoriel de dimension 4 car isomorphe a
E x R par I’isomorphisme f — (ﬁ,f(s)).
* une fonction circulaire est une application G: £ — R
P — G(P) = ysP? + 9T - sP + G(s)
Les fonctions circulaires forment un espace vectoriel de dimension 5 car isomorphe
aR x E x R par I’'isomorphisme G +— (7, V7, G(s)).

Une fonction affine f donnée par un couple (w, f(s)) avec w # 0 détermine le
plan
V(f) ={P | f(P) =0}
Inversement, tout plan est du type V() ou f est déterminée & facteur réel prés.
Comme pour les cercles, I’ensemble des points annulant une fonction circulaire

n’est pas toujours une sphere. Ce peut étre un plan (si v = 0), un point unique, ou
I’ensemble vide. Inversement, toute sphere est du type V(G) ou G est déterminée
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a facteur réel prés. Comme pour les cercles, la condition pour que V(G) soit non
vide et non réduit a un point (i.e. un plan ou une sphére de rayon non nul) est que

®(Q) = [[W]2 — 7G(s) > 0

11.6.2. Inversion en dimension 3

Nous avons rencontré la notion d’inversion en géométrie plane (11.4, p. 296). Cette
notion n’est pas différente en dimension 3. Voici une autre approche.

Définition 11.30. On appelle inversion de pole s et de puissance k, scalaire
non nul, la bijection involutive Inv(s,k): P — Qde & \ {s} sur lui-méme ou
P, Q, s sont alignés avec

S S .=
sP x sQ = k, autrement dit, sP = —

Proposition 11.31. L’inversion Inv(s, k) établit une bijection entre I’ensemble des
plans ne passant pas par s et I’ensemble des sphéres passant par s.

Il existe une bijection linéaire f — G de I’espace vectoriel des fonctions affines sur
I’espace vectoriel des fonctions circulaires nulles en s telle que V(f) et V(G) soient
transformés I’un de I’autre par Inv(s, k).

Démonstration. Soit le plan V(f) ou f(P) = W - sP + f(s) avec W # 0 . Pour que
P € V(f), il faut et il suffit que son inverse Q vérifie

f(s)s@ + kw - ﬁ _ = st
sQ? - sQ2

Soit G la fonction

+ f(s) = WP+ f(s) = f(P) = 0

Q— G@Q) = f(s)sq2+w s_é

- o A a4

C’e une fonctlon circulaire nulle en s ou V(G) est la sphere de centre I défini par
—
sI= ( i On a I’équivalence

(p c V(f)) = (Q € V(G))

Enfin, il est clair que cette application f +— G est une bijection linéaire entre ces
espaces vectoriels. O



306 11 « GEométrie des cercles

11.6.3. La projection stéréographique

Reprenons les conditions du début de 11.6. Il est clair que la projection stéréogra-
phique 7: S\ {s} — P est larestriction & S de I’inversion Inv(s, k) (k = S0 x s0)
transformant .S en P.

Proposition 11.32. La projection stéréographique 7 établit une bijection entre I’en-
semble des cercles ~ tracés sur S et I’ensemble des cercles généralisés I" de P.

Pour que I" soit une droite, il faut et il suffit que v passe par s.

Il existe une bijection linéaire ¥: f — F entre I’espace des fonctions affines
f définies sur £ et I’espace des fonctions circulaires F' définies sur P telle que

V(F) = W(V(f) N S).

M r 0 N

Démonstration. Soit v un cercle tracé sur S et II le plan le contenant. Alors
N . . —_— .

II = V(f) ou f est une fonction affine P — f(P) = w - sP + f(s). L’inverse de II

est la sphere ¥ = V(G) ou

G:Q— GQ) = f(s)sQ2 + kw - S—(j
Ecrivons W = o 4+ v ol w € P+, % € P.Soitm € S,M = 7(m) € P, 0na
GM) = f(s)sM?+ kW - st = f(s)(s02 + QM%) + k(W + ) - (0 + OM)
= f(s)OM® + kT - OM + f(s)s0® + kW - 50O
Autrement dit, la restriction de G au plan P est la fonction circulaire
F:P - RM— FM) = f(s)0M2 + k7 - OM + f(s)s0% + k@ - sG

Pourquem € v = V(f) N S, il faut et il suffit que 7(m) = M € V(G) NP, donc que
Me Pet F(M)=0.
On a les équivalences

(V(F) est une droite) & (f(s) =0etv # 6)) & (f(s) =0etw # 7)
= (Ie plan V(f) passe par s et n’est pas tangent & S)

Lapplication W: f +— F est bien linéaire, de I’espace des fonctions affines f: £ — R
vers I’espace des fonctions circulaires F': P — R. Si f € Ker W, F est nulle, donc
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f(s) =0, 7 = 0 etw-s0 = 0cequiimplique @ = 0 car @ et sO sont
colinéaires, donc w = 0 et f est nulle. Comme ces espaces vectoriels sont tous deux
de dimension 4, I’injection W est bien bijective.

Remarquons que si le plan V(f) est extérieur a S, v est vide et I' = V(F') est aussi
vide. Le lecteur vérifiera que la condition

B(F) = i/#”v”? ~ 1()(#(5)0% + K77 - 50) > 0

exprimant que V(F') est non vide signifie que le plan V(f) coupe S, c’est-a-dire que
sa distance au centre Q est inférieure au rayon de S. O

11.6.4. Faisceaux de cercles dans P et S

Soit a, b deux points distincts de S, A; = (ab) la droite joignant ces points. On notera
X1 I’ensemble des plans IT; passant par A;.

Soit A et B les plans tangents en a et b a 5. Deux cas sont a distinguer :

* a) Siaetbnesont pas diamétralement opposés sur .S, les plans A et B ne sont pas
paralleles et se coupent suivant une droite A5. On notera X5 I’ensemble des plans
11, passant par As.

* b) Si a et b sont diamétralement opposés sur .S, les plans A et B sont paralléles. On
notera X5 I’ensemble des plans paralléles a A et B.

Soit dans P les points distincts A = 7(a) et B = 7(b).

Proposition 11.33. (i) Si II; décrit Xy, le cercle généralisé 7(II; N .S) décrit le
faisceau a points de base A, B.

(i) Si II5 décrit I’ensemble des plans de X5 coupant la sphére S, le cercle généra-
lisé (Il N S) décrit le faisceau a points-limites A, B.

Lemme 11.34. Soit deux plans distincts V(f) et V(g) ou f et g sont des fonctions af-
fines sur £ non proportionnelles. Si (A, 1) décrit R? (privé du couple nul), V(A f +pg)
décrit I’ensemble X de plans

+ passant par A = V(f) N V(g) si ces plans ne sont pas paralleles,

« paralléles aux plans V(f) et V(g) si ces plans sont paralléles.

Démonstration. [du lemme ] Il est facile de vérifier que tout plan du type V(A f + pug)
est dans I’ensemble X

Inversement, soit IT un plan de X et P un point de II non sur V(f) N V(g) (ce
qui n’est pas une restriction si ces plans sont paralléles). Supposons par exemple
P ¢ V(f), soit f(P) # 0. Alors II est I’'unique plan de X" passant par P. Mais le

plan V(g(P)f - f(P)g) est aussi un plan de X passant par P. C’est donc II qui est
bien du type indiqué. O
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Démonstration. [de la proposition ] Le point (7) est évident.

Soit f et g des fonctions affines sur £ tellesque A = V(f)et B = V(g), F' = U(f)et
G = U(g) les fonctions circulaires sur P. Alors AN S et BN.S sont les cercles-points
{a} et {b} dont les images par 7 sont les cercles-points {A} = V(F) et {B} = V(G).
SiIly = V(Af + ng) € X coupe S suivant v, alors I'y = w(y2) = V(AF + uG)
appartient au faisceau (A, B) a points-limites A, B.

En revanche, si Ils = V(A f 4 ug) € X3 ne coupe pas S, V(AF + uG) est I’ensemble
vide.

Tout ceci est encore valable si I’un des points a, b est s. Alors A ou B est le point &
I’infini co. On a un faisceau de droites concourantes et un faisceau de cercles concen-
triques. O

EXERCICES

Exercice 11.6. Soit deux cercles généralisés C'1, Co donnés par leurs équations dans
un repére orthonormé

pour Cy = V(Py) , Pi(x,y) = y(2® +9*) + 202 + 281y + 61 =0
pour Co = V(P2) , Pa(z,y) = v2 (2% 4+ y?) + 2002 4 262y + 63 = 0

A quelle condition sur les coefficients sont-ils orthogonaux ?

Exercice 11.7. On donne les cercles C'1, Co par des équations relativement & un repére
orthonormé

pour C; = V(P) , Pi(z,y) =7(2* +y*) + 2012 + 261y + 51 = 0
pour Cy = V(P) , Pay(z,y) = 72(2* + y*) + 2097 + 262y + 52 = 0

A quelle condition sur les coefficients ces cercles sont-ils tangents (resp. sécants, resp.
sans point commun) ?

Exercice 11.8. Réseaux de cercles. A un sous-espace vectoriel V C C de dimension
3, on associe le réseau R des cercles généralisés V(F') ou F' décrit) avec ®(F') > 0.

1) En considérant le ®-orthogonal de V', montrer qu’il existe en général un point 0
ayant méme puissance relativement a tous les cercles de R. Que se passe-t-il s’il n’en
est pas ainsi ?

2) Discuter la nature de R suivant la nature de la restriction de ®/,.

3) Que dire de I’ensemble des cercles stables par une inversion Inv(0, k) (11.4,
p. 296) ?



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Probléemes 309

PROBLEMES

Les corrigés de ces problémes sont disponibles sur le site de Dunod : www.dunod.com.

11.1. PROBLEME

Soit un triangle ABC, P, Q,R sur (BC), (CA), (AB) distincts des sommets.
1) Montrer que les cercles (AQR), (BRP), (CPQ) concourent en un point M.

2) Inversement, étant donné M distinct des sommets, montrer qu’il existe P, Q, R sur
(BC), (CA), (AB) tels que M soit sur les cercles (AQR), (BRP), (CPQ). Ces points P, Q,R
sont-ils uniques ?

3) Montrer que M est sur (ABC) si et seulement si P, Q, R sont alignés.
4) Montrer que A, P, M sont alignés si et seulement si B, C, Q, R sont cocycliques.

5) Montrer que (AP), (BQ), (CR) concourent en M si et seulement si M est I’ortho-
centre de ABC.

11.2. PROBLEME

Soit un triangle Ty = AyBgCop, P un point non situé sur les cotés. On définit par récur-
rence T,, = A,,B,,C,, OU A,,, B,,, C,, sont projections orthogonales de P sur (B,,—1Cp,—1),
(Cn—lAn—l)s (An—an—l)-

1) Montrer que si P n’est pas sur le cercle (A¢ByCp), cette construction peut se
réitérer indéfiniment.

2) Montrer que T, 3 est transformé de 7;, par une similitude directe de centre P.

3) Montrer que parmi les trois modeles de triangles T, T, T> obtenus, deux sont
identiques si P occupe I’une des positions suivantes relative a Ty : centre du cercle
circonscrit, orthocentre, centre d’un cercle inscrit ou exinscrit.

11.3. PROBLEME (Steiner)

Soit ABC un triangle, C' le cercle circonscrit, H I’orthocentre, M un point, P, Q,R les
symétriques de M par rapport aux cotés.

1) Montrer que M € C si et seulement si trois des points P, Q, R, H sont alignés. S’il
en est ainsi, ils le sont tous les quatre.

2) Discuter suivant la position de M sur C' la position relative de H relativement a
P,Q,R.
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11.4. PROBLEME (situation orthocentrique)

1) Montrer qu’une base orthogonale de I’espace C des fonctions circulaires donne
lieu a trois cercles généralisés orthogonaux deux a deux.

2) On suppose que ces cercles A, B, C ont des centres A, B, C. Quel réle joue I’or-
thocentre D pour ces trois cercles ?

3) Montrer que le triangle ABC a ces trois angles aigus (9.12, p. 258).

4) Inversement, une configuration orthocentrique donne-t-elle lieu a trois cercles
orthogonaux deux a deux ?

11.5. PROBLEME

Soit P un plan euclidien orienté de plan vectoriel associé P. Les déterminants sont
évalués relativement a des bases orthonormales directes de P.

1) Soit la rotation vectorielle roty d’angle ¢ distinct de 0, 7. Montrer que I’applica-
tion
— — —
PRV — det(v,rot(,(V))
est une forme quadratique proportionnelle a la forme quadratique euclidienne de P.

2) Soit A, B deux droites vectorielles, o 4, op les réflexions vectorielles autour de
A et B. A quelles conditions sur A et B I’application

— — —
V- det(aA(V),aB(V))
est-elle une forme quadratique proportionnelle a la forme quadratique euclidienne ?

3) On donne un triangle ABC direct, 0 le centre du cercle circonscrit. On considére
les cotés du triangle A = (BC), B = (CA), C = (AB) de directions A, B, C. On note
a, 3, les réflexions (affines) autour des droites A, B3, C.

Montrer que I’application
F: P — R,M— F(M) = [aM), 5(M),~(M)]
(voir notations du chapitre 9, 9.9, p. 249) est une fonction circulaire.

4) Quel est I’ensemble V(F') des points ou F' s’annule? (Utiliser le théoréeme de
Simson.)

5) En déduire que I’ensemble des points M tels que I’aire algébrique du triangle
a(M)B(M)~y(M) est constante est vide ou est un cercle de centre 0.

6) Cette aire algébrique peut-elle prendre n’importe quelle valeur réelle ?

7) Discuter de I’orientation du triangle (M) 5(M)~(M).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 11.1. Pour tout M(z, y), ona C1(M) = =-Pi(z,y) et Co(M) = - Pa(z,y),
Pour que M(z,y) € A, il faut et il suffit que C; (M ) C3(M) = 0, soit, en multipliant
par 172

2(a1v2 — agm1)z +2(Biv2 — Poy1)y + 6172 — day1 =0

Si a1y — asy1 = B1ye — Boy1 = 0, les cercles sont concentriques et I’axe radical
n’existe pas.

Solution 11.2. 1) La réflexion o autour de la droite passant par le centre 0 de C et
orthogonale a X échange A et A’, B et B, C et C’ et laisse C stable. On en déduit les
congruences modulo 7

(MP,MQ) = (MA',MB) = — (M, NB) = —(CA, CB) = —(CQ, CP) = (CP, CQ)
d’ou la cocyclicité de M, P, Q, C.
2) On a les congruences modulo 7
(P, X) = (PQ,PC)+ (PC,X) = (MQ,NC) + (BC, X)
= (MB',MC) + (BC, X) = (BE', BC) + (BC, X) = (BB, X) =0

Les points P, Q, R sont donc alignés sur une droite de direction X.

Solution 11.3. Ona [(CA),(CB),X,)] = —1donc [A,B,I,J] = —1 (8.40, p. 227).
Le cercle de diamétre (I, J) est le lieu des points M tels que J& = & = & Comme

IB
X, Y sont orthogonales, C appartient a ce cercle, d’ou le résultat.

Solution 11.4. 1) Comme [0, A] est un diamétre de C, la droite (OM') = (MM) est
orthogonale a (A’M"). Comme (AA’) est orthogonale a A = (MA), les points A, A", M, M
sont sur le cercle de diametre [A’, M].

2) Les droites passant par 0 sont stables. Soit A ne passant pas par O, A la projec-
tion orthogonale de 0 sur A, A’ le transformé de A, C' le cercle de diamétre [0, A'].
Pour tout M € A, les points A, A’ M, M’ sont sur le cercle I de diamétre [A’,M] d’ou
k = 0A x 0A’ = OM x 0M, donc le transformé de A par Inv(0, k) est le cercle C. Les
droites ne passant pas par 0 deviennent les cercles passant par O et inversement.
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Solution 11.5. 1) Les vecteurs N;N2 et N} Nf, sont colinéaires, d’ou, par cocyclicité,
les congruences modulo

(N1, NyM) ) = (NN, W), ) = (MGNG, MG, ) = (MN, MM, )
ce qui donne la cocyclicité demandée.

2) Soit C' ne passant pas par 0, Ny € C, A; = (ON;) recoupant C' en My,
M; le transformé de N; par Inv(0, k), h I’homothétie de centre O transformant
M; en M}, ¢’ = h(C). Soit Ay passant par 0O coupant C' en My et No, C’ en
M, :i(Mg)iN’Q :_h(NQ)._Par ce qui précede, N, M}, No, M, sont cocycliques, donc
k = ON; x OM] = 0Ny x OM, donc Mj est transformé de Ny par Inv(0, k). Ainsi, C”
est transformé de C' par Inv(0, k).

L’inversion Inv (0, k) induit donc une bijection involutive de I’ensemble des cercles
ne contenant pas 0 sur lui-méme.

Solution 11.6. Ona C; = V(F}) et Co = V(Fy) ou, pour M(z, y),
2 —_— — .
Fi(M) = v10M" 4 2V1 o - OM + 01 ou Vig(ag, 1)
2 - — . T
FQ(M) = ’)/QOM —+ 2V2,0 -0OM + (52 ou VQ,Q(QQ, 52)
La condition est alors ®(Fy, F5) = 0, soit (11.24, p. 297)

1
arog + G182 — 5(5271 +d172) =0

Solution 11.7. Soit les fonctions circulaires F;: M(z,y) — P;(x,y). On doit expri-
mer que le faisceau F(C1,C5) est singulier (resp. a points de base, resp. a points-
limites), i.e. que la restriction de ® au plan vectoriel Vect(F, F») est dégénérée (resp.
de signature (2,0), resp. (1,1)). Supposons que C'y n’est pas un cercle-point. On a

O(F + AFy) = N2®(Fy) + 20O (Fy, Fy) + ®(F)

La restriction de ® a Vect(F1, Fy) est dégénérée (resp. de signature (2,0), resp.
(1,1)) si on a une seule droite isotrope (resp. pas de droite isotrope, resp. deux droites
isotropes), i.e. si ce polynéme en A a une racine double (resp. pas de racine réelle,
resp. deux racines réelles distinctes). La discussion porte donc sur le discriminant

A(N) = ®(F), F»)? — ©(F)D(F)
D(F)) =ai + B; —mdr, ®(F) = a3 + 5 — 1262

1
O(F1, Fy) = ajog + B1 2 — 5(’)’152 + 7201)

1 2
A(N) = (041062 + 0102 — 5 (16 +’7251)) - (06% +6f - ’7151) (043 + 65 — ’7252)
C’est I’expression analytique de I’inégalité () de la proposition 11.5 (p. 285)
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Solution 11.8. 1) Dans C, V' est une droite vectorielle engendrée par une fonction
circulaire f.

a) Supposons y(f) # 0. Remplacant f par - f on se rameéne a y(f) = 1. Soit

0 le centre pour f (11.12, p. 289), on a f(M) = HOMH2 + f(0). Soit F' une fonction
circulaire.

Pour F' normale FM) = ||0MH2+2V0( ) OM+F(O), d’ou F' € V si et seulement
si0 = ®(f,F) = —3(f(0 (0)), i.e. F(0) = —f(0). La puissance de 0
relatlvement aux cercle de R est Ia méme : — f(0). On dit que O est le centre radical
du réseau R.
T = N . .
Pour v(F) = 0, F(M) = 2Vu(F) - OM + F(0), d’ou F' € V si et seulement si
= ®(f,F) = —1F(0). Les droites de R sont donc celles qui passent par 0.

b) Siy(f) = 0, deux cas sont possibles :

* V(f) = A est une droite. Alors R est formé des cercles centrés sur A (y compris
les cercles-points) et des droites orthogonales a A.

e f=1,s0it V(f) = {oc}. Alors R est I’ensemble des droites du plan.

2) Trois cas se présentent pour ® /1.
(1) Lasignature de ®/y est (2,1), i.e. &(f) > 0.
» Dans le cas a), V(f) est un cercle I' de centre 0 et R est formé des cercles
orthogonaux a I" et des droites passant par O.

» Dans le cas b), V(f) est une droite A et R est formé des cercles centrés sur A
et des droites orthogonales a A.

(2) La signature de ®/y est (3,0), i.e. ®(f) < 0. Alors aucun cercle généralisé
ne correspond & f et le cas b) ne se produit pas. On a un centre radical 0
avec f(0) = —R? < 0. Les cercles du réseau R sont les cercles C' tels que
C(0) = —R?, c’est-a-dire les cercles qui coupent le cercle de centre O et de rayon
R en deux points diamétralement opposés. Tous les faisceaux contenus dans R
sont & points de base, donc deux cercles quelconques de R se coupent toujours.

(3) 1®(f) =0, ®/y est dégénérée.
» V(f)estun cercle-point {0} et R est formé des cercles et droites passant par 0.
* V(f) = {00} et R est I’ensemble des droites du plan (cas b).

3) Les cercles stables par Inv(0, k) forment un réseau de centre radical 0 qui a
méme puissance k relativement & chacun de ces cercles.
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Chapitre 12

Coniques

Les coniques sont d’abord envisagées dans un cadre purement affine dans la section
12.1 (genre, positions relatives d’une droite et d’une conique), puis dans un cadre
métrique dans la section 12.2 avec les deux points de vue foyer-directrice 12.2.3 et
bifocal 12.2.4. Insistons sur I’équation donnée dans le théoreme 12.17 (p. 328) qui
montre un point de vue local englobant toutes les coniques propres. La scene se passe
dans un plan affine P de plan vectoriel associé P, muni d’un produit scalaire euclidien
dans la section 12.2.

12.1 CONIQUES DANS UN PLAN AFFINE

12.1.1. Les trois genres de coniques propres

Définition 12.1. Une fonction quadratique affine, en abrégé f.q.a., est une
application F': P — R non identiquement nulle de la forme

M — F(M) = Q(OM) + 2L(0M) + F(0)

ou 0 est une origine, @: P — R une forme quadratique, L: P — R une forme
linéaire et F'(0) un réel. On notera ®: P x P — R la forme polaire de Q.

Proposition 12.2. L’expression d’une f.g.a. F' reste du méme type si on change
I’origine 0. La forme quadratique ) ne dépend pas de 0. La forme linéaire, notée
Lg, en dépend. La formule de changement d’origine est

— —
Lo = Lo — ®(0'0,—) = Lo + ®(00/, -)
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Démonstration. Soit 0’ une autre origine. On a

— — — —
FM) = Q00" +0'M) +2Lg(00" + 0'M) + F(0)
— — —> — — —
= Q(0'M) + 29(00",0'M) + 2L (0'M) + Q(00") + 2Lq(00") + F(0)
— — —
= Q(0'M)+ 2Ly (0'M) + F(0') ol Ly = Lo + ®(00', —)
g
Expression dans un repére. Soit un repére de P d’origine 0 et de base B = (7", 7).

La forme quadratique (Q et la forme linéaire Lq sont données par leurs matrices dans
labase 5 :

MatB(Q):<Z g) , Matg(Lg):(e f ) , F(0)=g

La f.q.a. F aalors pour expression M(z,y) — F(M) = p(z,y) ou p est le polynéme
de degré 2
p(X,Y) =aX?+20XY +cY? +2eX +2fY + ¢
Sion adjoint a I’ensemble des f.q.a. I’application identiquement nulle, on obtient un

— —

espace vectoriel Q. La donnée d’un repere (0, 2", ") définit un isomorphisme entre
Q et I’espace vectoriel de dimension 6 des polynémes p(X,Y") de degré inférieur ou
égal a 2.

Définition 12.3. La conique associée a une f.q.a. I est I’ensemble
V(F)={MeP|FM) =0}

Si P est un plan euclidien et si ) est proportionnelle a la forme quadratique définie
positive associée au produit scalaire, on trouve la notion de fonction circulaire (11.12,
p. 289). Les cercles sont des coniques particulieres.

Deux f.qg.a. proportionnelles ont méme conique associée. La réciproque est fausse :
si @ est définie positive, Ly nulle et F(0) > 0, on a V(F) = (), alors que ces
conditions ne déterminent pas F' a proportionnalité prés.

\oici quelques exemples de cas dégénérés.

* V(F') se réduit a un point si () est définie positive, Lq et £'(0) nuls.

* si F' = fg est produit de deux fonctions affines (9.12, p. 250), V(F') est réunion
des deux droites V(f) et V(g) (distinctes ou non),

* si Qestnulle, V(F') se réduit a une droite.

Définition 12.4. Une f.g.a. F' est dite a centre si la forme quadratique @
associée est non dégénérée.
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Proposition 12.5. Soit F' une f.g.a. a centre. 1l existe un unique point Q appelé centre
de F, tel que Lq soit nulle. Si V(F') est non vide, Q est centre de symétrie pour V(F').

Démonstration. A la forme quadratique @ de forme polaire ® correspond une appli-
cation linéaire ¢: P — P*, ¥+ ®(v, —). La non-dégénérescence de @ équivaut a
la bijectivité de . Etant donné 0 € P, il existe vy € P unique tel que ®(vg, —) = Lo
et Q défini par @ = 0 — g est le centre cherché.

Soit un repére d’origine Q et de base Q-orthogonale B = (7, 7"). Alors V(F) est
formé des M(x, y) tels que p(z,y) = 0 ou

p(X,Y) =aX?+cY? +p(0,0) avec Matp(Q) = g 2 )

Comme p(—X, —Y) = p(X,Y), Q est centre de symétrie pour V(F'). O

Définition 12.6. La f.q.a. F' est dite elliptique si @ est de signature (0, 2) ou
(2,0), c’est-a-dire si ) est définie positive ou définie négative.

Pour la conique associée, les cas de signature (2,0) ou (0, 2) ne différent pas car
V(—F) = V(F). Soit Q le centre. Supposons F' définie positive.
Si F(2) = p(0,0) > 0, V(F) estvide. Si F(Q) =0, V(F) = {Q}.

Supposons F'(2) = p(0,0) < 0. La forme

y X L S
/ polaire de ) peut étre considéree comme
produit scalaire euclidien. Munissant P de
ce produit scalaire, V(F') apparait comme le
cercle de centre Q et de rayon /—F'(Q). Pour
X la norme euclidienne associée, V(F') est fermé
borné, donc compact. Toutes les normes de P
étant équivalentes, V(F’) est compact pour la
topologie déduite de n’importe quelle norme.
On dit que V(F') est une ellipse de centre Q.
En remplacant F par —+F, on se raméne au cas oll F'(?) = —1. Il existe une
base Q-orthonormale B = (7°,75’), donc telle que Matg(Q) = < (1) ? ) Alors

22 + 3% — 1 = 0 est équation de V(F) dans le repére d’origine Q et de base B. C’est
I’équation réduite de V(F).

Définition 12.7. Laf.g.a. F est dite hyperbolique si @ est hyperbolique, c’est-
a-dire de signature (1,1).
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Y Soit un repére d’origine le centre Q de F’ et
de base B = (7, 7") formée de vecteurs Q-
isotropes telle que Matz(Q) = ( (1] (1] )
Si F(Q) = 0, V(F), d’équation zy = 0,
Q X dégénere en la réunion des droites X et )

passant par  de vecteurs directeurs 72" et ;.

Supposons F'(?) = k # 0. On se raméne a

F(Q) = —1 en remplagant F par —1 F. On

dit que V(F') est une hyperbole. L’équation

de V(F) dans le repére (Q, 7, ') est zyy — 1 = 0, équation réduite! de I’hyperbole
et V(F) est représentation graphique de la fonction =z — L. Les droites X et ) sont

x

les asymptotes. L hyperbole est image de I’application injective continue

R\{O}—>P,ml—>M<f>

T

Les images des intervalles | — oo, 0] et |0, +-o00[ sont les deux composantes connexes
de V(F) et sont les deux branches de I’hyperbole. Ce sont des parties fermées, mais
non compactes de P.

Définition 12.8. Laf.q.a. F' est dite parabolique si la forme quadratique () est
de rang 1, c’est-a-dire dégénérée non nulle.

Alors Q est du type Q = ~L? ol L est une forme linéaire non nulle et x # 0 un
réel. Comme V(F') = V(—F), on peut supposer ~ > 0. Remplagant L par /L, on
se raméne & Q = L2. Etantdonné 0 € P, laf.q.a. est FF = L? + 2Ly + F(0) ou L et
L sont deux formes linéaires. La forme polaire de Q = L? est

P: PxP — R
- — — —
(X,Y) — L(X)L(Y)

Lemme 12.9. Si L et Ly sont proportionnelles, V(F') est, ou bien vide, ou bien
réunion de deux droites paralléles, distinctes ou confondues.

Démonstration. Il existe o tel que Ly = oL et F = L? + 2aL + F(0).
Posons p(X) = X2 + 2aX + F(0) de discriminant A = o? — F(0). On a
V(F) = {M| p(L(@M)) = 0}.

Si A <0, p(X) n’apas de racine réelle et V(F') est vide.

Si A > 0, p(X) adeux racines =, z”, distinctes ou non. Alors V(F’) est réunion des
droites D' = {M | L(0M) = 2’} etD" ={M| L(0M) = x"'} paralleles, de direction la
droite vectorielle D = Ker L. Si elles sont confondues en une méme droite D, on dit
que V(F') est la droite double D. O

1. Dans beaucoup d’ouvrages, I’équation réduite d’une hyperbole est 22 — 42 — 1 = 0, I’origine étant le

centre Q et la base B Q-orthogonale telle que Matz(Q) = ( (1) _01 ) .
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Supposons les formes linéaires L et Lg indépendantes, i.e. Ker L # Ker Lg. La

it
formule de changement d’origine (12.2, p. 315) Loy = Lo + L(00")L montre que
cette indépendance a lieu pour toute origine de . On dit alors que V(F') est une

—_—
parabole. Ona Ly = Lg si et seulement si OO’ € Ker L. La droite vectorielle Ker L
s’appelle la direction asymptotique. Voir plus loin la raison de cette terminologie.

Proposition 12.10. Toute droite de direction la droite vectorielle Ker L coupe la
parabole V(F) en un point unique.

Démonstration. Soit @ un vecteur non nul de Ker L. On a
FO+tw) =t*L* (W) + 2tLo(W) + F(0) = 2tLo(w) + F(0)

Comme Ker L # Ker Lg, ona Lg(w') # 0, donc la droite 0 + Ker L coupe V(F') en
I’unique point

N F(0)
Mg=0+tou ol tg= ———tr
0 +lou 0 2Lo(T)
Comme 0 est quelconque, toute droite de direction Ker L coupe V(F') en un unique
point. O

Equation réduite d’une parabole

y Soit un repére (0, 7, 7) ol 0 € V(F),
— —
v € KerlLg et 77 € KerlL tels que
L(7) = —1et Lo(7) = 3. Pour M(z,y),
ona
FM)=L%(27 +y7) +2Lo(z 7 +y7)

=-—a?+y

et V(F') apparait comme représentation gra-

/‘"g X phique de la fonction z — z2 ety — 2% =0
est I’égquation réduite.

La parabole est image de I’application
R—P,z+—M <$2>
injective continue. Elle est donc connexe, c’est un fermé non compact de P.

Définition 12.11. Un ensemble V(F’) est une conique propre s’il est non vide,
non réduit & un point et ne contient pas de droites.

Lemme 12.12. Sideux f.q.a. F' et F” sont telles que V(F) = V(F”) est une conique
propre, alors F' et F' sont proportionnelles.

Autrement dit, étant donné un repére, si deux polyndmes p et g de degré 2 sont tels
que p(z,y) = 0 et g(x,y) = 0 sont équations d’une méme conique propre, alors
p(X,Y) et q(X,Y) sont des polynémes proportionnels.



320 12 ¢ Coniques

Nous admettrons ce lemme, dont la démonstration est « technique ».

Lors des discussions de 12.6, 12.7, 12.8, on a partagé I’ensemble des coniques
propres en trois genres :

(1) Le genre ellipse d’équation réduite 22 4+ y> — 1 = 0. Une ellipse est connexe,
compacte, posséde un centre de symétrie.

(2) Le genre hyperbole d’équation réduite zy — 1 = 0. Une hyperbole a deux com-
posantes connexes (les branches) non compactes, deux asymptotes, posséde un
centre de symeétrie.

(3) le genre parabole d’équation réduite y — 22 = 0. Une parabole est connexe, non
compacte, a une direction asymptotique, n’a pas de centre de symétrie.

Théoreme 12.13. Le groupe affine du plan opére naturellement sur I’ensemble des
coniques propres. Cette action détermine trois orbites qui sont les trois genres ellipse,
parabole, hyperbole.

Démonstration. a) P — P bijective affine, R = (0, 7", ") un repére,

i Soit f:
01=f(0), f(V) =", f

(7) = 7, M(z, ) un point et M; — F(M).
O] = F(OM) = Fa ¥ +y7) = «F(7) +yF(7) = o +y3
Donc M; a mémes coordonnées x, y dans le repére Ry = (o1 7) que M dans le

ém
repere R = (0,

b) Soit C' une conique propre d’équation réduite p(z,y) = 0 dans le repére
R = (0,7%,7), f une bijection affine, Ry, = f(R) = (01,71, 71) le repére
image. Pour tout M(z,y) € C, p(z,y) = 0. Par a), f(M) = M; est sur la conique
Cy d’équation p(z,y) = 0 dans le repere R1 Donc f(C) C C. Par le méme
raisonnement appliqué a C; et f=%, ona f~1(Cy) c C, d’ol f(C) = Cj. Ces

coniques sont de méme genre car de méme équation réduite.

—

c) Inversement, soit C' et C; deux coniques de méme genre, R = (0, 7', 7)) et
Ry = (01,71, 71) deux repéres tels que C ait méme équation réduite p(z,y) = 0
dans R que C1 dans Rl Il existe une unique bijection affine f telle que f(0) =
fC0) =7, f(7) = 71. Alors, par b), f(C) = Cy.

Le groupe affine opere donc transitivement sur chacun des genres. O

12.1.2. Positions relatives d’une conique et d’une droite

On désigne par F' une f.q.a. telle que V(F') = C soit une conique propre. Soit 0 un
point de C. Comme F'(0) = 0, F est de la forme M — F(M) = Q(tﬁ) + 2LD(CWI).
Faisons pivoter autour de 0 la droite D = 0 + R Les points de C N D sont
donnés par I’équation en A

0= F(0+\T) = N2Q(W) + 2\Lo(W) = A(AQ(U) + 2L0(7))
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y La solution A = 0 corresponda 0 € C'N D.
On dit que D-; est tangente si 0 est racine
D— double, sécante si 0 est racine simple. La tan-
gente en 0 est donc la droite 7g = 0+ Ker Ly,
de direction Ker L.

Remarquons que pour % € Ker Lg non nul,

Q(W) # 0 sinon C contiendrait la droite
T 0 4 Ker Lg et serait donc impropre. Dans ces

conditions, 0 est I’unique point de C' N 7g.

En général, une sécante D coupe C' en deux points distincts, sauf si D est la
droite ) passant par 0
* paralléle & une asymptote si C' est une hyperbole,
« de direction asymptotique si C' est une parabole (12.10, p. 319),

car alors Q() = 0, le polyndme en \ est de degré 1 et 0 est alors unique point
commun de C et D

Proposition 12.14. Dans ces conditions, la symétrie oblique parallelement a la tan-
gente 7 autour de la droite passant par 0 et Q-orthogonale & 7, laisse C stable. Cet
axe ) de symétrie oblique s’appelle le diamétre passant par 0.

* Si C est une ellipse ou hyperbole de centre Q, c’est la droite (0Q),
« Si C est une parabole de direction asymptotique Y, c’est la droite 0 + Y.

y Démonstration. Soit un repére (0, 7, 7)
ol 7 € Ker Lg et 7 lui est Q-orthogonal.
Comme C est propre, Q(7) # 0 et D= = Tg
est la tangente en 0 a C. L’équation de C' est

! M
" az? + cy? + 2ey = 0. La symétrie oblique est
I’application M(z,y) — M'(—z,y) qui laisse
C stable.
]7 On aa # 0 sinon C est union de deux droites
0 To

de méme direction R 7.
2 .
Si ¢ # 0, I’équation s’écrit az? + c(y + g) — % =0etCestacentre(0,—%).Le
diamétre passant par O est bien (0%).

Sic = 0, I’équation est az? +2ey = 0 et C est une parabole de direction asymptotique
de vecteur directeur /.

Représentation paramétrique. Dans ces conditions, on a aussi e # 0. En effet, si
e = 0, I’équation est az? + cy? = 0 et C est impropre car C se réduita {0} sia et c
ont méme signe, se réduit a une droite double si ¢ = 0, se compose de deux droites si
a et c ont des signes contraires.
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La droite D, d’équation y = tx coupe C en 0 et en le point

. ( ) 2et ) 2et? )
xT = - = —-—
t at ez’ a+ ct?
C’est une représentation paramétrique de C. Si
t = 0, Dy est tangente en 0 au sens des courbes Y =D

paramétrées car 2/(0) = —2 et y/(0) = 0. La
notion de tangente a une conique entre dans le D,
cadre de la notion générale de tangente.

Si t est tel que a + ct> = 0, le point M; My
n’existe plus. C’est la cas si C' est une parabole
ou une hyperbole et D, paralléle & une direction

asymptotique. m Do = To
La droite D, d’équation = = 0 est le diamétre.

Proposition 12.15. Le complémentaire de C' dans P se partage en :
(1) I’extérieur, ensemble des P par ol passent deux tangentes distinctes,
(2) I’intérieur, ensemble des P tels que toute droite passant par P soit sécante.

Démonstration. Soit  non nul et D la droite passant par P de vecteur directeur
. Un point P + A\ de D+ est sur C si et seulement si

0=FP+Au)=XNQ(W)+2\Lp(W) + F(P)

La discussion porte sur le signe du discriminant Ap(%) = L3(w) — Q(w)F(P).
C’est une forme quadratique en = . Discutons en la signature.

+ Casd’une parabole. Ona @ = L% et Ap(w) = LE(w) — L*(W)F(P). C’estune
décomposition en somme de carrés dont le premier terme est positif et le deuxieme
du signe de F'(P).

— Si F(P) < 0, alors Ap est définie positive, toute droite passant par P est sécante.
Alors P est intérieur a C'.

- Si F(P) > 0, la signature est (1,1), les deux directions isotropes pour Ap sont
les directions des tangentes issues de P, point extérieur a C.

» Cas d’une conique & centre Q. On a F'(M) = Q(KWI) + F(Q). La formule de
changement d’origine (12.2, p. 315) donne Lp = ®(QP, —). La forme polaire de
la forme quadratique Ap est

p: (W, V) — (P, W)P(QP, T) — ®(W, V)F(P)
Prenons w0 = s dans Ker Ly, i.e. Q-orthogonal & 0P et @ = QP. On a

0p (15, OP) = ®(QB, u3)Q(QP) — ®(up, AP)F(P) = 0
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car les deux termes sont nuls. La base (1713,@)) est Ap-orthogonale. Calculons la
. -
signature. Comme F'(P) = Q(QP) + F'(?),ona

Ap(ip) = —Q(@)F(P) , Ap(RP) = Q*(@P) — Q(@P)F(P) = —Q(RP)F(Q)

— Cas d’une ellipse. Alors @ est définie positive et F'(Q) < 0. La signature est
(1,1) si et seulement si F'(P) et F'(Q) sont de signes contraires. Le centre Q est
intérieur et P est extérieur si et seulement si F'(P) > 0.

— Cas d’une hyperbole. La signature de @ étant (1, 1), Q(up) et Q(sﬁ) sont de
signes contraires. La signature de Ap est (1, 1) si et seulement si F'(P) a le signe
de F'(Q). Le centre Q est extérieur a C' et P est extérieur si et seulement si F'(P) a
le signe de F(Q).

Pour une hyperbole, I’énoncé n’est pas tout a fait exact car Q est & I’extérieur, mais
il ne passe aucune tangente par le centre. Les droites A g-isotropes passant par Q sont
les asymptotes ce qui améne a les considérer comme des tangentes particulieres, les
points de contact étant «a I’infini». La géométrie projective est le cadre propre pour
une justification rigoureuse de ceci.

O

Exercice 12.1. Soit F' une f.q.a. telle que V(F') # () et 0 € V(F'). Montrer que V(F)
est une conique propre si et seulement si Ker Lg est une droite vectorielle non isotrope

pour Q)

Exercice 12.2. Soit C une conique propre, P un point extérieur, D le diamétre passant
par P, A la paralléle passant par P aux tangentes en les points ot D coupe C, 71,75
les tangentes a C issues de P en les points My et Mo.

Montrer que les droites A, D, 7, 75 forment un faisceau harmonique et que (M;Ms)
est paralléle a A.

Exercice 12.3. polarité
Soit C' = V(F’) une conique propre.

1) Soit P ¢ C. Une sécante D> passant par P de vecteur directeur  coupe C en
M, M”. Soit Q conjugué harmonique de P relativement a M’, M”.

Montrer que Lp(P_d) + F(P) = 0.

Montrer que le lieu géométrique de Q si D-; pivote autour de P est porté par une
droite Ap appelée polaire de P relativement a C'. Montrer que Ap est )-orthogonale
au diamétre passant par P.

Le lieu de Q est-il la polaire Ap dans son entier ?
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2) On dit que P et Q sont conjugués relativementa C' si Q € Ap. Montrer que c’est
une relation symétrique.

3) Peut-on étendre la définition de la polaire aux points de C'?

Rappels sur la théorie des enveloppes Le plan P étant rapporté a un repére
(0,7°,77") on donne une application d’un intervalle I C R dans I’ensemble des
droites ¢ — D; ou D, est d’équation u(t)x + v(t)y + w(t) = 0. On suppose les
fonctions w: ¢ +— u(t), v: t — v(t), w: t — w(t) de classe C*, les dérivées u’ et v’
ne s’annulant pas simultanément. Supposons que D, soit tangente & une courbe C. Le
point caractéristique M(¢), point de contact de D, et C, est I’intersection des droites

D, et D; (supposée distinctes) d’équation u/(t)x + v'(t)y + w'(t) = 0.

Exercice 12.4. Dans ces conditions, on suppose que u(t),v(t),w(t) sont des poly-
ndmes de degré 2 en ¢ :

u(t) = ust? + 2ut + uo, v(t) = vot? 4 201t + vg, w(t) = wat? + 2wt + wo

1) Combien de droites du type D, passant par un point donné M(zx, y) ?
2) En déduire qu’en général I’enveloppe des droites D, est la conique d’équation

(wiz + vy + w1)2 — (u2w + voy + wa) (upz + voy + wo) = 0

Exercice 12.5. Soit deux droites X et )’ sécantes en 0 parcourues par deux points
mobiles P(¢) et Q(¢) animés de mouvements uniformes.

1) On suppose que P et Q ne sont pas en 0 au méme instant. Montrer que la droite
Dy = (P(t)Q(t)) enveloppe une parabole tangente a X' et ) en des points A et B a
préciser.

2) Que se passe-t-il si P et Q sont tous deux en 0 au méme instant ¢ ?

Exercice 12.6. Soit A et 3 deux droites distinctes paralléles de direction D, A € A,

BE B, U # 0 sur D. Des points P et Q décrivent les droites .A et 5 de sorte que le
produit AP x BQ = p reste constant. Que dire de I’enveloppe de la droite (PQ) ?
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12.2 CONIQUES DANS UN PLAN AFFINE EUCLIDIEN

On suppose le plan vectoriel P muni d’un produit scalaire.

12.2.1. Axes d’une conique a centre

Soit C' = V(F) une conique a centre Q et () la forme quadratique associée.

Si @ est proportionnelle a la forme quadratique euclidienne v — ||7'||?, alors C est
un cercle.

Dans le cas contraire, il existe deux directions uniques orthogonales a la fois pour
la forme quadratique euclidienne et pour ). Munissons ces directions de vecteurs
unitaires 7’, 7", on a une base (2, 7’) a la fois orthonormale et Q-orthogonale. Dans
le repére orthonormé (Q, 7, 7'), I’équation de C est du type Uz? + Vy? + W =0
ou U, V, W sont non nuls car C est propre.

N
B

A A

BI

(1) On suppose () définie positive, donc C' est une ellipse. Alors U et V' sont positifs et
W négatif. En échangeant éventuellement 7" et 77", on peut supposer 0 < U < V.

La droite X = Q + R coupe C en les sommets A, A’. L’équation devient
$2 y2

St —1=0

ola= ﬁ =Q0A=—QN b= @ Comme C n’est pas un cercle, puisque
b < a, les seuls axes de symétrie sont :
+ I'axe focal X = Q + R’ coupant C en A(a, 0) et A’(—a,0),
+ I’axe non focal ) = @ + R coupant C en B(b,0) et B'(—b, 0).

(2) On suppose @ de signature (1,1), donc U,V de signes contraires, C' est une
hyperbole. En échangeant éventuellement 7" et 77’, on peut supposer U et W

de signes contraires, et donc que X = Q + R coupe C en deux points : les
sommets A, A’. L’équation devient

oy S W
_— — — 1 = ¥ = _— = A = —QA/ = P —
2 0 ou a i , b v

=
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Les seuls axes de symétrie sont : y
 I’axe focal ¥ = @+ R coupant C
en A(a,0) et A’(—a,0)

« llaxenonfocal Y =Q+ R
ne coupant pas C'.

Ces processus ne sont pas ambigus. Les Q A
longueurs a, b sont donc intrinséquement
associées a C'. Les équations obtenues sont
les equations métriques reduites de C.
A la différence de ce qui se passe pour le
groupe affine (12.13, p. 320), I’opération
du groupe des isométries détermine une infinité d’orbites, chacune d’elles corres-
pondant & une équation métrique réduite.

12.2.2. Axe d’une parabole

Soit C' une parabole d’équation réduite
(affine) y — 22 = 0. La dérivée z — 2z
Ts de z — x2 est une bijection R — R,
donc pour toute direction 7" distincte
de la direction asymptotique, il existe
un unique point M € (' tel que la
g tangente en M ait la direction T. On
appelle sommet de C' I’unique point
S € C ou latangente est orthogonale a
la direction asymptotique. L’unique axe
de symétrie est la droite passant par le
sommet paralléle a la direction asymp-
totique appelée axe de la parabole C.

Soit un repére orthonormé (S, 7°, 7°) oli 7’, 7’ sont unitaires et vecteurs directeurs
de la direction asymptotique et de la tangente au sommet 7. L’équation de C' est de
la forme y2 — 2px = 0. En remplagant éventuellement 7’ par — %, on peut supposer
p > 0. On aalors I’équation métrique réduite de la parabole. Ici encore, I’action du
groupe des isométries détermine sur I’ensemble des paraboles une infinité d’orbites,
chacune d’elles correspondant a une valeur du parametre p.

12.2.3. Définition par foyers et directrices
Quels exemples connait-on de f.g.a. ayant une description géométrique ?

Etant donné un point 0, la fonction M — 0M? est une f.q.a. Une combinaison
linéaires de telles f.g.a. est une fonction de Leibnitz (9.19, p. 255), donc une fonction
circulaire (11.12, p. 289). Les coniques ainsi obtenues sont des droites ou des cercles.
Il faut donc considérer d’autres f.q.a.
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Etant donné une droite D, la fonction associant & M le carré de sa distance & D est
une f.g.a. (9.15, p. 252).

En combinant des f.g.a. de ces deux types, on peut espérer obtenir n’importe quelle
f.g.a., donc n’importe quelle conique. Essayons la plus simple de ces combinaisons.

Définition 12.16. Soit e un réel strictement positif, F un point, D une droite
ne passant pas par F. La fonction F': M — MF? — e2MHZ, ol H est la projection
orthogonale de M sur D, est une f.g.a. On dit que la conique associée

V(F) = e — e =0} — ] 2 — )

est de foyer F, de directrice D et d’excentricité e.

Plusieurs questions se posent :
* laconique V(F') est-elle propre ?
* si oui, quel est son genre ?
« toute conique propre est-elle de ce type ?

Equation d’une conique donnée par foyer et directrice. Soit X la projection ortho-
gonale de F sur D et A € [K, F] tel que & = —e.

D Y
H M
K A F X

— —

Soit un repére orthonormé (A, %°, 7°) ol % est unitaire, colinéaire de méme sens

que AF et X =A+ R est la droite passant par le foyer F orthogonale a la directrice
D. PosantKA = k > 0, on a AF = ek. Pour M(z, y), de projection H sur D, on a

MF2 — 2MH2 = (2 —ek)? + 9% — 2(z + k)?
= (1—eaz? +y? —2ek(l +e)x

Posons p = ek(1 + e). L’équation devient (1 — e2)x? 4+ ¢y — 2pz = 0 ol p > 0 est
une longueur et e > 0 un nombre pur.
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Inversement, étant donné un repére orthonormé (A, 2”, 7°), une longueur p > 0, un
nombre pur e > 0, soit C, ,, la conique d’équation
(1—e*)a®+y*—2pz =0
Deux cas se présentent :

1) Sie > 0, C.,, est la conique d’excentricité e, de foyer F(ﬁ, 0), de directrice

D d’équation x = —ﬁ. En effet, posant & = ﬁ, soit la droite D d’équation
x = —k et le point F(ek, 0). Le calcul précédent montre que C. ,, est I’ensemble des

M dont le rapport des distances a F et D est e.

2)Sie =0, Cy ), est le cercle de centre F(%, 0) et de rayon p. En effet, I’équation

devient 22 + 42 — 2px = 0. La longueur k n’existe pas et D non plus, mais F(p, 0) est
le centre et p est le rayon.

Théoréme 12.17. Etant donné un repére orthonormé (A, %", '), une longueur p > 0
et un nombre pur e > 0, soit C , la conique d’équation

(1—eHa?+y? —2px =0
La conique C. ), est propre, hyperbole si e > 1, parabole si e = 1, ellipse si
0<ex< 1.
Pour e > 0, C, admet A pour sommet et X = A + R pour axe focal.
Pour e = 0, Cy ), est un cercle de rayon p tangentenAa ) = A + R7.
Pour toute conique propre C, il existe un unique couple (e, p) tel que C' soit isomé-
trique a C .

Démonstration. Pour e = 1, C , est la parabole d’équation % —2pz = 0, de sommet
A, d’axe X, de paramétre p. Toute parabole est bien isométrique a une unique parabole
Cip (12.2.2., p. 326).

Pour e # 1, C, ;, est une conique a centre. L’équation s’ecrit

2 2
P )2 Yy P
_ _ =0
(x 1—e? +1—62 (1—e2)?
2 2
2 Y1 p N _ p _
x1+1—62_(1—e2)2 U m=r=9"m =y
wi(1-€)?  yi(l =€) -0
p? p?

Le centre est donc  de coordonnées (12, 0) dans le repére initial (A, 2, 7).
* Pour 0 < e < 1, c’est I’équation réduite métrique d’une ellipse. Les longueurs a, b

relatives a I’équation métrique réduite sont
P p=—2 _ b<a

Tl Vi—e?’

Pour0 < e < 1,0nab < aetl’axe focal est X.

a
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Inversement, la donnée de (a, b) permet de déterminer (e, p), donc toute ellipse est
isometrique a une unique conique Ce , 0U0 < e < 1:
b? v?

e=1/1- = p=—
a? p a

e Pour e > 1, c’est I’équation réduite métrique d’une hyperbole d’axe focal X. Les
longueurs a, b relatives a I’équation métrique réduite sont
p p
b=
e2 -1’ ez —1

a =

Inversement, la donnée de (a, b) permet de déterminer (e, p), donc toute hyperbole
est isomeétrique a une unique conique C , Ol e > 1:

b2 b2
e= 1—|——2,p:—
a a

Dans les deux cas e < 1ete > 1, le centre est donné par AQ = £, a droite ou a
gauche de A selon que C' est ellipse ou hyperbole. O

Il résulte de ce qui précede que I’orbite d’une conique propre C' pour I’action du
groupe des isométries est déterminée par le couple (e, p).

Le paramétre p > 0 est une longueur, I’excentricité e > 0 est un nombre pur. La
terminologie axe focal pour I’axe de symétrie X = A + R vient de ce que le ou les
foyers sont sur X

Remarque : Dans I’étude des coniques propres, nous avons rencontré deux cas
exceptionnels : les paraboles qui n’ont pas de centre, les cercles qui n’ont pas
de directrice. En revanche, I’équation du théoréme précédent est valable dans
tous les cas et le couple (p, e) détermine une conique propre a isométrie pres.
C’est I’intérét de cette équation.

Supposons p donné et faisons varier e conti-
nament de 0 a I"infini, C. , étant représentée
Ts dans le repére fixe (A, 7,7, par exemple
sur un écran d’ordinateur. Que I’observateur
placé en I’origine ne s’attende pas & constater
dans la forme de C,, un changement brutal

g quand e franchit la valeur 1.
Pour e # 1, le centre Q est donné par
AQ = 1£5. Siecroit de 0 a1, le centre Q

s’éloigne a droite vers I’infini, n’existe plus
pour e = 1, reparait a gauche et se rapproche
de A si e tend vers +oo. Pour e trés proche
de 1, I’observateur ne pourra pas constater le
genre de C.,, sur son écran, le centre étant hors de I’écran tellement éloigneé a
gauche ou a droite qu’on ne verra pas de différence entre ellipse, parabole et
hyperbole.
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12.2.4. Définition bifocale des coniques a centre

Les deux couples foyer-directrice. Soit C' une conique de paramétre p et d’excen-
tricité e distincte de 0 et 1 : C' est une conique a centre qui n’est pas un cercle. On
rapporte le plan a un repére orthonormé (A, 72°, 7") tel que I’équation de C' soit
(1—e?)a?+y? —2px =0
Par les calculs de la preuve du théoréme 12.17 (p. 328), le foyer F, la directrice D et
le centre Q sont donnés par (axe focal X orienté de A vers F)
= p = p

Q= , F:—,équationdeD:x:—L
1—e2 1+e e(e+1)

La symétrie autour du centre Q transforme A, F, D en A’,F/, D’, d’ol un deuxieme
couple foyer-directrice F/, D’. 1l n’en existe pas d’autre car C' n’a que deux sommets
A, A’ et les valeurs de I’excentricité e et du paramétre p déterminent le foyer et la
directrice a partir du sommet A ou A’ choisi.

Théoréme 12.18. Soit C' une conique de centre €2, de foyers F, F’, de sommets A, A/,
a = QA = QA’. Alors C est I’ensemble des M tels que

1) MF + MF’ = 2a si C est une ellipse,

2) MF — MF’ = +2a si C est une hyperbole.

Démonstration. a) Soit D et D’ les directrices relatives a F et F’ coupant I’axe focal
X, orienté de A vers F, en K et K’. Par les formules précédentes

p . p __p 0
efe+1) 1—e2 e(ez2—-1)
OF — AFF-Ap-—--—L___P __ _P° _ o
e+1 1—e2 e2-1

Orientons maintenant I’axe focal X’ de Q vers A. Alors

QK = AK—AQ=—

_ I _ a _ . _
B—a—-0& , B=2=_0K , QF =eca— —QF
(&
D M D
B u H

Cas de I’ellipse :

VUF N F /A [K
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D’ D M
H' S
Cas de I’hyperbole : /
Q
Al K K\A F |V
N

b) Soit M un point, H et H' ses projections orthogonales sur D et D’. On a

Deux cas se présentent :

(1) M est entre H et H, c’est-a-dire intérieur a la bande du plan P limitée par D’ et D.
Alors MH' + MH = H'H = 22,

(2) Mestextérieur au segment [H', H], c’est-a-dire extérieur a la bande du plan P limitée
par D' et D. Alors MH' — MH = +H'H = +22.

c) SoitM € C. OnaMF = eMH et MF' = eMH'. Soit le repére orthonormé (Q, 7°, 7’) ou

X =+ R7 est I’axe focal.

(1) 0 < e < 1, C estune ellipse d’équation
x2 y2

St 1=0

Pour M(x,y) sur C, 22 < a? < (%)2, donc [z < a < £, et Mest intérieur a la
bande limitée par D et D’. On a donc
MF + MF' = e(MH + MH') = 2a

(2) 1 < e, C est une hyperbole d’équation

Pour M(z,y) sur C, 22 > a® > ()%, donc x| > a > £ et M est extérieur & la
bande limitée par D et D’. On a donc

MF — MF' = ¢(MH — MH') = +2a
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d) Reste la réciproque : si C' est une ellipse (resp. une hyperbole) et si MF + MF’ = 2q
(resp. MF — MF’ = +2a), a-t-on M € C'? Soit M un point quelconque, N sa projection
orthogonale sur X'. On a

MF? — MF? = (MF — MF')(MF + MF')
— — —

M
= (MF — MF') - (MF + MF') = 2FF - NQ = 4ealQ

(1) C est une ellipse. Supposons MF + MF’ = 2a. Alors 2a(MF — MF’) = 4eaNQ, donc
2eQN = |MF — MF/| < FF' = 2ea, d’o0 QN < a, donc N € [A A] est intérieur a C'.
La perpendiculaire M en N & X’ coupe C' en deux points symétriques autour de X'.
Soit M; celui de ces points situé sur la demi-droite limitée par N sur M contenant
M et montrons que M = Mj.
Ona:

MF = \/NM2 + NF2 |, MF = 4/NM2 4 NF2 | MF+MF = 2a

MF = \/NM? + NF2 | M;F = \/NM? + NF2 | M{F +MF =2a

L’application y — +/y? + NF? + \/y2 + NF’2 est strictement croissante, donc
injective. On en déduit NM = NMq, d’ou M = M; appartienta C.

(2) C estune hyperbole. Supposons MF —MF’ = 42a. Alors +2a(MF +MF’) = 4ealQ,
donc 2eQN = MF + MF’ > FF/ = 2ea, d’ou QN > a, donc N ¢ [A’, A] est intérieur
a C. La perpendiculaire M en N a X coupe C en deux points symétriques autour
de X. Soit M; celui de ces points situé sur la demi-droite limitée par N sur M
contenant M et montrons que M = M.
Ona:

MF = \/NM2 + NF2 | MF = +/NM2 +NF2 | MF —MF = 2¢aq

M;F = (/NM? + NF2 , \yF' = {/NM? + NF2 | M;F — M;F' = 2ea

e = +1 ne dépendant que de la place de la projection orthogonale N de M et M; sur
X. L’application

NF? — NF'2
VY2 +NF2 + /y2 + NF”2

y = /Y2 + NF2 — \/y2 + NF?2 =

est strictement monotone (dénominateur croissant), donc injective. On en déduit
NM = NM;, d’ou M = M; appartienta C.

O
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Théoréme 12.19. Soit C' une conique de centre Q et de foyers F, F’.
(7) La tangente 7y en un point M de C' est

—_—
—

* bissectrice extérieure de (ﬁ, MF’) si C est une ellipse,

—

* bissectrice intérieure de (MF, MF’) si C' est une hyperbole.

(1) Le symétrique de F relativement a 7y décrit le cercle F’ de centre F’ et de rayon
2a appelé cercle directeur de C relatif a F'.

(41) Les projections orthogonales H et H' de F et F/ sur 7y décrivent le cercle €2 de
centre Q et de rayon a appelé cercle principal de C.

Démonstration. (z) Commengons par le lemme suivant :

Lemme 12.20. Soit une fonction vectorielle ¢t — 1_/( t) non nulle, dérivable, de

dérivée t — dv(t) . Alors la fonction numérique ¢ — || V( )|| est dérivable de dérivée
égale a dv(t) U( ) ou U( ) est le vecteur unitaire colinéaire a X_/(t) et de méme
sens.
— 2 — 9 — —
Soit f(t) = II‘Q( et gt) = f2(t) = [V®OIF = V() - V() Ona
—

d90) — oV () - LU d"00 I'on déduit le lemme :

dfy 1 dg@t) V() dV(@) T. av(t)

dt 2\ /g(t) At V@) At dt

Soit une représentation paramétrique (p 321) t — M(t). Alors ?( t) = dFM() est un
FH(1)

vecteur tangent. On a F/M(t) = F'F + FM(2), d"ot & M) AU 2 (1), Soit U ()

et U’( ) les vecteurs unitaires colinéaires de méme sens a IT(tS et IW (attention,

U’( ) n’est pas la dérivée de U( ) 1). Le lemme énonce que les fonctions numériques

t v FM(t) et t +— F'M(¢) sont dérivables de dérivées 7 (t) - U (t) et 7 (t) - l?(t).

(1) Si C est une ellipse, on a FM(t) + F'M(t) = 2a. En dérivant, on obtient
7 - (Tr) + (7@)) — 0. D'oll 7(t) est orthogonal & U (t) + U'(t),

—

. . . . o — 2 X —
vecteur directeur de la bissectrice intérieure de (FM(¢),F'M(¢)). Donc 7 (t) est
vecteur directeur de la bissectrice extérieure de cet angle.

(2) Si C est une hyperbole, on a FM(¢) — F'M(t) = =+2a. En dérivant® on obtient
N — — N 4 —
T (t) - (U(t) - U’(t)) = 0. D’ou 7 (t) est orthogonal a U (t) — U’(t), vec-

_ o N = .
teur directeur de la bissectrice extérieure (FM(¢), F'M(¢)). Donc 7 (t) est vecteur
directeur de la bissectrice intérieure de cet angle.

2. L’ensemble de définition de cette fonction est union d’intervalles ouverts sur lesquels elle est constante :
soit 2a, soit —2a, d’ou la dérivabilité sur I’ensemble de définition.
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Yy
A
T P
T M
H
Cas de I’ellipse :
Q
F F "
Yy
A
P
Cas de I’hyperbole :
Q
F F "
Ty

—

(71) La tangente 7y est donc bissectrice extérieure ou intérieure de (FM(¢), F'M(t))

selon que C est ellipse ou hyperbole. La réflexion autour de 7y transforme F en

P € (F'M).

(1) Si C estune ellipse, P est sur la demi-droite d’origine M ne contenant pas F’, donc
Mestentre F’ et P. Ona 2a = FM + F'M = PM + F'M = PF/,

(2) Si C est une hyperbole, P est sur la demi-droite d’origine M contenant F’, donc M
n’est pas entre F/ et P. On a 2a = |FM — F'M| = |PM — F'M| = PF’.

Dans les deux cas, P est sur le cercle directeur F’ de centre F’ et de rayon 2a. On a

ainsi une application M — P de C' vers I

Inversement, soit P € F”. En général, la médiatrice de (F, P) coupe (F'P) en M, unique

point, ce qui prouve I’injectivité de I’application C' — F. Ces droites sont paralléles

si (FP) et (F'P) sont orthogonales, i.e. si (FP) est tangenteen P a F"’.

(1) Si C est une ellipse, FF/ < FM + F'M = 2a, donc F est intérieur a " et ce cas ne
se produit pas. L’application M — P est bijective de C' sur F”.
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(2) Si C est une hyperbole, F est extérieur a F". 1l existe deux positions P; et Py ne
correspondant a aucun point de C'. On démontre que les médiatrices .4, et A, sont
les asymptotes de C'.

(7i7) Ce point se déduit de (i) au moyen de I’homothétie de centre F et de rapport
% qui transforme P en H et le cercle directeur £ en le cercle principal 2. L’assertion
relative a la projection orthogonale H' de F’ sur 7y vient de ce que les deux foyers
jouent le méme role. O

Remarque : Dans cette section, I’excentricité a été supposee distincte de 0 et 1.
Cependant, les cercles (excentricité 0) entrent dans ce cadre : les foyers sont confondus
avec le centre et C coincide avec son cercle principal. En revanche, le cas des paraboles
échappe a ce point de vue.

12.2.5. Propriétés spéciales a la parabole

Proposition 12.21. Soit une parabole C de foyer F, de directrice D et de sommet S.
Pour M € C, soit H la projection orthogonale de M sur D et I le milieu de (F,H).

(7) La tangente 7y est la médiatrice de (H, F).

(7i) Le symétrique de F relativement a 7y décrit D si M décrit C.

(7i7) La projection orthogonale I de F sur 7y décrit la tangente au sommet 75 si M
décrit C

Démonstration. Cette proposition est I’homologue du théoréeme 12.19 (p. 333). La
droite passant par M et orthogonale & D joue le role de (MF’). La directrice D joue
le r6le du cercle directeur de centre F’. La tangente au sommet joue le réle du cercle
principal.

(7) Soit une représentation paramétrique

D Ts vt — M(t) de C. Dans cette figure, les points
i M M,H,I dépendent de ¢. Le vecteur & = 7

est tangent. Soit 7’ un vecteur unitaire de
D et K la projection orthogonale de F sur
- e — —

I D. On a HM = FM + KF — KH. Comme
dd—lz* est colinéaire & 7, il existe A(t) tel que
dif — diM_ dRH — 7 _ \(¢)7. Dérivons
FM2—HM? = 0. Ona 2FM. 4E¥ _oppi. 48 _
K 8 F soit (FM — HM) - 7 = 0, i.e. FA- 7 = 0.
La tangente 7y est donc hauteur, donc axe
de symétrie, du triangle isocele FHM, c’est la
médiatrice de (H, F).

(#3) Par (i), la réflexion d’axe 7y transforme F en H € D. Inversement, I’application
M — H étant bijective de C sur D (12.10, p. 319), H décrit D si M décrit C.

(#4i) Par (i), Ts est médiatrice de (F,K) donc I’'homothétie Hy. 1 transforme D et H en
75 et I,d’ou I décrit 7g si M décrit C. O
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Proposition 12.22. Dans les conditions précédentes, soit Ny lanormaleenMa C, T
et N les points ou 7y et Ny coupent I’axe X' de C, M’ la projection orthogonale de M
sur X'. Alors

() le milieu de (T, N) estF,

(24) le milieu de (T,M’) est S,

(#4i) on aM'N = KF.
Démonstration. (i) Les droites Ny = (MN) et (HF) sont paralléles car orthogonales a
Ty, de méme que les droites X = (FN) et (MH). Donc HMNF est un parallélogramme,

Nl e
d’ou HM = FN.
La symétrie de centre I transforme F en H et X’ en (MH), donc M en T, d’ou
FN = HM = —FT et F est bien milieu de (N, T).

(7i) Le théoréme de Thalés donne

TN ™ T™
s T 2= —= = — = — donc S est milieu
D s A ! TF TI TS
H M du segment [T, M'] appelé sous-tangente
en M.
_
I (iii) OnaFN = HM = KM = 7. La

translation T— transforme F et K en M’
.= —,

et N, d’ou M'N = KF. La longueur du

T K S F x W 1\7\ segment [M’, N], appelé sous-normale en

M, est donc constante, égale au paramétre
p de la parabole. O

12.2.6. Propriétés spéciales a I'ellipse

Soit T un cercle de centre Q. Le transformé de T par une bijection affine f est une
ellipse de centre f(Q) et toute ellipse peut étre considérée ainsi (12.13, p. 320). Ceci
permet de retrouver certains résultats sur les ellipses a partir de propriétés du cercle.

Définition 12.23. Soit une droite A et un réel & # 0; on appelle affinité
orthogonale d’axe A et de rapport &k I’application P — P suivante : étant
donné M et sa projection orthogonale H sur A, le transformé M’ de M est défini

=
par HM = KHM.

Proposition 12.24. Soit (0, 2, ;") un repére orthonormé. L ellipse C' d’équation
2 2
€ Y
i+l =0
a? + b2
se déduit des cercles A et B de centre 0 et de rayons a et b par les affinités f et g
d’axes ¥ =0+ R7 ety =0+ R7’, de rapports £ et 2.
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Démonstration. Le cercle de centre 0 et de rayon a est d’équation 22 + 32 — a? = 0.
Un point M(z, y) de A devient par I’affinité d’axe X" et de rapport 2 le point M' (2, y/)
ouz’ = zety = 2y Onadonc

2 2 2
a2:x2+y2:x’2+2—2y’2 soit 2—2—1—%—2—1:0
Onadonc f(A) C C.Onademéme f~1(C) C A, d’ol f(A) = C. On montre de
méme que f(B) = C. O

Proposition 12.25. Bande de papier Soit X’ et ) deux droites se coupant orthogona-
lement. Les points 0, P et Q varient sur X’ et ) de sorte que la IongueuLPQ = d soit

constante. Soit & un réel distinct de 0 et 1. Le point M € (PQ) tel que % = k décrit
une ellipse d’axes X et V.

Ainsi, P, Q, M sont fixés sur une bande de papier mobile, P et Q étant assujettis a se
déplacer sur les droites fixes X et ).

Démonstration. Soit H la projection orthogonale de M sur ) et M’ le point ou la

paralléle a (PQ) passant par O coupe (HM). La considération du parallélogramme 0PMM’
—

donne OM' = PM. La longueur PM étant constante, égale a |k|d, M’ est sur le cercle de

centre O et de rayon |k|d.

L’homothétie de centre H transformant M en M’ transforme Q en 0, d’ou

g @M k-1

HY oW PM  k
L affinité orthogonale d’axe ) et de rapport % transforme le cercle de centre 0 et de

rayon r = |k|d en I’ellipse de centre 0, d’axes porté par ) de longueur 2|k|d, porté
par X’ de longueur |1 — k|d.

Pour k = %, M, milieu de [P, Q], décrit le cercle de centre O et de rayon 3d. O

12.2.7. Propriétés spéciales a I'hyperbole

Parmi les coniques propres, la spécificité des hyperboles est d’avoir des asymptotes.
La proposition suivante en est une illustration.
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Proposition 12.26. Soit X’ et ) deux droites sécantes en 0, P et Q deux points
décrivant X et ) de sorte que I’aire algébrique %[D, P, Q] = A soit constante. Alors le
milieu M de (P, Q) décrit une hyperbole C' et (PQ) est la tangenteenM a C.

Démonstration. Soit 7 et 7" des vecteurs directeurs de X et ) tels que le déterminant

de 7, 7 relativement & une base orthonormale directe soit 1.
Yy
Q
/MK
g .y

SoitP € X, Q € Y. Les coordonnées du milieu M de (P, Q) sont 2 = 0P et y = 30Q.
Ona (9.9, p. 249) [0,P,Q] = OP x 0Q = 4xy et I’aire algébrique du triangle OPQ est
2xy. Alors M décrit I’hyperbole C d’équation 2y = A dans le repére (0, 2°, 7). En
calculant la dérivée de la fonction z — %, on voit que (PQ) est la tangenteenMa C'.

O

EXERCICES

Exercice 12.7. Soit C et C’ deux coniques propres. Montrer qu’il existe une similitude
directe transformant C' en C" si et seulement si C' et C’ ont méme excentricité. (utiliser
I’exercice 8.14 p. 234)

Exercice 12.8. Soit C' une parabole, F son foyer, D sa directrice.

Montrer que par tout J € D passent deux tangentes 7,7’ a C' et qu’elles sont
orthogonales (considérer les réflexions o et o’ d’axes 7 et 7).

Montrer que les points de contact M et M’ sont alignés avec F.

Exercice 12.9. Soit C' une conique de foyer F, directrice D , excentricité e > 0.
Montrer que F est intérieur & C' et que pour toute sécante passant par F coupant C' en
Met M et D en I, on a une division harmonique [F, I,M,M'] = —1, autrement dit la
directrice D est polaire du foyer F (12.3, p. 323).
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Exercice 12.10. Soit C' une conique de foyer F, de directrice D, d’excentricité e. Soit
o . -
M € C. On suppose que la tangente 7y coupe D en J. Montrer (par dérivation) que FJ
—
et FM sont orthogonaux.

Exercice 12.11. Soit deux droites D et A sécantes en I, A, B deux points distincts de
A non sur D.

1) Montrer que le lieu géomeétrique des foyers F des coniques C' passant par A, B et
de directrice D est un cercle I".

2) Soit A et B les cercles de centre A et B tangents a D. Montrer que A, B, T’
appartiennent a un méme faisceau JF de cercles (considérer des fonctions circulaires
«, 3, définissant les cercles A, B, I, voir Chap.11).

3) Discuter le genre de C' selon la position de F sur I"

Exercice 12.12. Soit C' une conique a centre de foyer F,F’, de cercle principal €2,
M € C, H,H les projections orthogonales de F, F’ sur la tangente 7y. Montrer que pour
toutM € C, FH x F'H = a? — ¢? ol a est rayon de Q et ¢ = QF.

Exercice 12.13. Soit C' une conique a centre de foyers F, F’, F” le cercle directeur de
centre F/, A un point extérieur a C'.

1) Construire les tangentes 77, 75 a C issues de A (considérer les intersections P, P
du cercle A de centre A passant par F et de F’, voir 12.19, p. 333).

2) Montrer que les angles de droites (7{1,72) et (m’) ont mémes bissectrices
(considérer les réflexions o, o', 01, 02 d’axes (AF), (AF’), 71, 7).

3) Quel est I’ensemble I" des points A tels que les tangentes 77, 75 issues de A soient
orthogonales ?

4) A-t-on des résultats semblables pour les paraboles ?

Exercice 12.14. Soit un triangle ABC. Montrer que les foyers des paraboles tangentes
aux trois cOtés sont sur le cercle circonscrit au triangle privé des sommets (utiliser le
théoreme de Simson 11.20, p. 294) et que les directrices passent par I’orthocentre (voir
droite de Steiner — probléeme 11.3, p. 309)
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PROBLEME
Le corrigé de ce probléme est disponible sur le site de Dunod : www.dunod.com.

12.1. PROBLEME

On donne deux points distincts A, A’ d’un plan affine P.

1) Soit p: P — P une application linéaire, 5 une base de P. Montrer que I’appli-
cation suivante est une f.qg.a.

- —
F:P—P, Mr— F(M) = detB("D(AM)’A/M>

2) Montrer que V(F') est non vide. En déduire que c’est une conique propre si et
—
seulement si ¢ est bijective et AA’ non vecteur propre de .

Montrer que V(F') passe par A et A’ et préciser les tangentes en ces points.

3) Soit f une bijection affine 7 — P transformant A en A’ et ne laissant pas la
droite (AA’) stable. A une droite D passant par A, on associe I’intersection M de D et
D' = f(D). Quel est le lieu de M si D pivote autour de A ?

4) Soit x,(X) le polyndme caractéristique de . Montrer que
* V(F) estune ellipse si x,, n’a pas de racine réelle.

* V(F') est une hyperbole si x., a deux racines réelles distinctes et que les directions
asymptotiques sont les droites vectorielles propres.

» V(F) est une parabole si x, a une racine réelle double.

5) Montrer que I’application ¢ — F' est une bijection linéaire de I’espace £(P) des
bijection linéaires P — P sur I’espace des f.g.a. nullesen A, A’.

En déduire que si C' est une conique propre passant par A et A’, alors C' peut étre
générée de cette facon.

6) Soit C' une conique propre, A, A’ deux points distincts, M1, My, M3, My quatre points
distincts de C' tels que (AM;), (AMs), (AM3), (AM4) forment un faisceau harmonique.
Montrer que les quatre droites (A'M;), (A'Ms), (A'M3), (A’My) forment aussi un faisceau
harmonique (Si A et M; sont confondus, on convient que (AM;) est la tangente en A).

Montrer qu’on peut donner sens a la notion : quatre points d’une conique propre
sont en division harmonique. On parle alors de quadrangle harmonique de C.

Montrer que A, A’,M;, M, sont en division harmonique sur C' si et seulement si
(M;My) et les tangentes en A et A’ concourent ou sont paralleles (utiliser 12.3, p. 323).

7) On suppose V(F') propre. Montrer que le milieu 0 de (A, A") est centre de V(F')
—

si et seulement si 2 = ¢ o p est une homothétie vectorielle (on montrera que AA’ doit
étre propre pour (2, puis que, n’étant pas propre pour ¢, p? doit étre une homothétie
vectorielle).
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8) On suppose P euclidien. Retrouver le théoréme de I’angle inscrit (11.15, p. 292)
en prenant pour ¢ une rotation vectorielle.

9) On suppose P euclidien. Montrer que V(F') est une hyperbole équilatére de
centre le milieu de (A, A") si ¢ est une réflexion vectorielle. Préciser les asymptotes.

SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 12.1. Pour tout M, F/(M) = Q(0OM) + 2Lo(0M) car F(0) = 0.
1) Casou @ est nulle. Alors V(F') = 0+ Ker L est une droite, donc est impropre.

2) Cas ou Lg est nulle, alors F'(M) = Q(CW/I).

* Si @ est hyperbolique, i.e. de signature (1,1), alors Q = LyLs (L1, Lo formes
linéaires) et V(F) = (0 + Ker L) U (0 + Ker Ly) est union de deux droites
distinctes.

* SiQestdégénérée derang 1, alors Q = L? (L forme linéaire) et V(F') = 0+Ker L
est une droite (double).

* Si Q estde signature (2,0) ou (0,2), V(F') = {0}, singleton.

Dans tous ces cas, V(F') est impropre.

3) Cas ou Ker Ly est une droite vectorielle Q-isotrope. Alors V(F') contient la
droite 0 + Ker Lgq, donc est impropre.

4) Reste a montrer que si Ker Ly est une droite vectorielle non Q-isotrope,
alors V(F) est propre. Si V(F') était impropre, elle se réduirait a {0} ou se
composerait d’une ou deux droites dont I’une passerait par 0 (voir 12.1.1 ou tous
les cas ont été envisagés). Faisons pivoter autour de O une droite D de vecteur

directeur u # 0. Les points de D N V(F) sont du type 0 + A/, A étant tel que
P(X) = X2Q(W) +2\Lo(w) = 0.
or (LO(U) = 0) = (Q(U) + 0), pour aucun @, P(\) n’est identiquement nul.

Donc V(F') ne contient pas de droite passant par 0. Cette équation en \ a une solution
non nulle si w ¢ Ker Ly donc V(F') ne se réduit pas a {0}. D’oli V(F) est propre.

Solution 12.2. La symétrie oblique d’axe D, de direction A, laisse P fixe et C stable
(12.14, p. 321). Elle échange donc 77, M; et 73, Mg, d’ou (M;M2) est parallele & A.

Le milieu I de (My,Mz) estsur D, donc 71, 73, D, A] = —1 (8.27, p. 218).
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Solution 12.3. 1) Choisissons P pour origine. On écrit pour tout M la formule
— — .
F(M) = Q(PM) + 2Lp(PM) + F(P). Les points M’ = P + X' u et M’ = P + \" % sont
obtenus en prenant pour A’ et A\ les racines du trindbme
NQ(W) +2ALp(UW) + F(P)

Le point Q = P + p 7w est obtenu en écrivant

NP QW N -y
Yo wr | N
. 22X\ F(pP) F(p) _,
d’ou p = = et PQ =
PN - ) T T L@ Y

—

Cette expression ne dépend pas du vecteur @ directeur de la sécante. Prenant @ = PQ,
on obtient

_LI:((;_[%) = 1 s0it Lp(PQ) + F(P) = 0

Pour deux positions Q; et Q- de Q, on trouve

Lo(PQy) = —F(P) = Lp(PQ) s0it Lp(Q1Q3) = 0
Le lieu est donc porté par une droite Ap de direction Ker Lyp.

Soit une sécante D, coupant C' en M}, M{, Q; € D; tel que [P,Q;, M), M]] = —1. La
symétrie oblique d’axe le diameétre passant par P et de direction QQ-orthogonale laisse
C stable et P fixe (12.14, p. 321). Elle transforme D1, Q1, M}, M{ en Dy, Qa, M, M7 avec

[P,Qq,M),Mj] = —1. Donc Q1Q2 € Ker Lp est Q-orthogonal au diamétre passant
par P.

Si P est intérieur a C, toute droite passant par P est sécante et le lieu est toute la
polaire Ap.

Si P est extérieur, on peut mener de P deux tangentes en T et To. Le lieu est le
segment [T1, To] si C est une ellipse, une parabole, une hyperbole avec T, T, sur la
méme branche, deux demi-droites d’origines T1, T2 Si C est une hyperbole avec Ty, Ty
sur deux branches différentes.

2) SiQ € Ap etsi (PQ) coupe C en M, M’, on a [P,Q,M,M'] = —1, donc
[Q,P, M, M'] = —1etP c A

Ce ralsonnement ne convient pas si (PQ) n’est pas sécante. Ona Lp(P )+F(P) =

—

Montrons que Lqg(QP) + F(Q) = 0. Ona (12.2, p. 315) Lq = Lp + ®(PQ, —), d’ou
Lo(@) + F(Q) = Lp(P) + ®(PG,QP) + Q(PQ) + 2Lp(PA) + F(P)

—Lp(PQ) — Q(PQ) + Q(PQ) + 2Lp(PQ) + F(P)

—

= Lp(PQ) + F(P) = 0
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3) Supposons P € (' et disons que Q est conjugué de P si Lp(P_d) F(P) = 0.
. , . . - .
Comme F(P) = 0, Q est conjugué de P si et seulement si Lp(PQ) = O, i.e.
Q € Ap = P+ Ker Lp. La polaire de P est alors la tangente 75 a C en P.

Solution 12.4. 1) Les droites D, passant par le point M(z, y) sont telles que ¢ soit
racine du polynéme

Dyy(T) = uw(T)z+o(T)y+w(T)
= T?%(uy + vo +wy) + 2T (ug + vy + wy) + ugp + vo + wo
Le discriminant est
A(z,y) = (u1z + vy + w1)? — (ugx + vay + wa) (uoz + voy + wo)

On a donc deux, une ou zéro droites D, passant par M(x,y) selon que A(z,y) est
positif, nul ou négatif, soit selon la place M relativement a la conique C' d’équation
A(z,y) =0.

2) Si M(zx, y) est point caractéristique de D, il vérifie
Dy y(t) = u(t)z +v(t)y +w(t) = 0et D, ,(t) = u'(t)z + ' (t)y + w'(t) =0

donc ¢ est racine commune du polynéme D, ,(T') = u(T)z +v(T)y + w(T") et de sa
dérivée D, (T) = u'(T)x +v'(T)y + w'(T), c’est-a-dire que ¢ est racine multiple
de D, , (7). Ceci équivaut a A(x,y) = 0.

Il existe bien sir de nombreux cas singuliers : le polyndéme D, (1) peut étre de

degré 1 pour certains points (z,y) ; les droites D, et D; peuvent étre confondues pour
certains ¢. Nous n’entrerons pas dans cette discussion.

Solution 12.5. On se place dans un repére d’origine 0 et de base B = (7%, 7’) ol
= et 7 sont vecteurs directeurs de X et ). Les points mobiles sont donnés par leurs
coordonnées P(t)(at + b,0) et Q(¢)(0,ct + d). lIs se trouvent en 0 aux instants — 2
pour P, —< pour Q.
La droite D; est d’équation % + 4% — 1 = 0, soit
act® + t(ad + be — cx — ay) + bd — dz — by = 0

Le discriminant A(z,y) de ce polyndme en ¢ est

(ad + be — cx — ay)? — dac(bd — dx — by) soit

(cx +ay)? — 2((ad + be)(cx + ay) + ac(dx + by)) + (ad + be)® — 4abed
C’est I’expression analytique d’une f.g.a. F'
« de forme quadratique Q = L? ou L est la forme linéaire définie par

Matg(L) = (¢ a)

« de forme linéaire Lo avec Matp(Lo) = — ( bc? + 2acd  da® + 2ach ),
» F(0) = (ad + bc)* — 4abed



344 12 ¢ Coniques

Le déterminant de L et Lg est

¢ bc? + 2acd
det ( o da? + 2ach > = ac(bc — ad)

a et ¢ sont non nuls car ce sont les vitesses de P(¢) et Q(¢) qui ne sont pas fixes.

1)Ona—2 # —2 donc ad — be # 0. Les formes linéaires L et Lo sont indépen-
dantes. L’enveloppe est la parabole C' d’équation A(x,y) = 0.

Pour t = —g, P(t) esten 0, D; est en ) qui est donc tangente & C'. On vérifie que

c’est en le point B ou se trouve Q a cet instant. De méme C' est tangente & X’ en la
position A qu’occupe P a I’instant — %l.
2) SiP,Qsonten 0 au méme instant to = — = —4, I’équation de D, est
£ Y
+
a(t —to)  b(t —to)
de vecteur directeur (—a, b), donc de direction fixe.

—1=0so0itbx +ay+to—t=0

Solution 12.6. Soit le repére (0, uw, ©') ol O est milieu de (A, B) et u colinéaire a
(AB). Soi_t les coordonnées (a, 0) pour 4, (—a,0) pour B, (a,t) pour P, (—a, &) pour
Q. La droite D, = (PQ) est d’équation
(x —a)(t— ?) — (y — t)2a = 0 s0it t*(x + a) — 2ayt — p(x —a) =0
Le discriminant de ce polynéme en ¢ est
Az, y) = a*y? + (22 —d®)p=2*p+9%a®> —pa®> =0

On a une conique C' de centre 0, tangente en A a A et en B a 3. C’est une ellipse si
p > 0, une hyperbole si p < 0.

Dans le cas p = —b? < 0 ol C est hyperbole, les droites Dy, et D_;, passent par 0.
On montre que ce sont les asymptotes de C'.

Solution 12.7. a) Les similitudes conservant I’orthogonalité et les rapports des dis-
tances, on voit facilement que la transformée par une similitude s d’une conique propre
C de foyer F, directrice D, excentricité e est la conique propre de foyer s(F), directrice
s(D) et de méme excentricité e.

Inversement, soit C’ une conique d’excentricité e, de foyer F’ et de directrice D’.
Soit K et K’ les projections orthogonales de F et F’ sur D et D’. |l existe une unique
similitude directe s transformant (F,K) en (F/,X’). Alors s(D) = D', donc s(C') = C".

Le rapport de similitude est £E° = % ol p’ et p sont les paramétres.

b) Soit C' un cercle de centre Q et de rayon p, s une similitude directe de rapport \.
Alors s(C') est le cercle de centre s(Q) et de rayon Ap.

L’ excentricité e détermine donc la forme de la conique C. Pour e donné, le para-
métre détermine la taille de C.
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Solution 12.8. Supposons qu’il existe une tangente 7 passant par J. Soit M son point
de contact et H la projection orthogonale de M sur D. Alors (JM) = 7 est la médiatrice
de (F,H), donc JF = JH.

Pour mener les tangentes a C' issues de J, on construit le cercle de centre J et de
rayon JF. Il coupe D en H et H’, diamétralement opposés. Les médiatrices de (F,H) et
(F,H’) sont les deux tangentes 7 et 7" issues de J.

La réflexion o d’axe 7 transforme H en F. La réflexion o’ d’axe 7" transforme F en
H'. Ainsi, ¢’ o o est la rotation de centre J transformant H en H’. Comme J est milieu
de (H,H'), o’ o o est la symétrie de centre J, donc 7 et 7" sont orthogonales.

La réflexion o transforme (MH) en (MF). La réflexion ¢’ transforme (M'F) en (M'H').
La symétrie S; = o’ o o transforme la droite (MH) en la droite (M'H’), donc les droites
(M'F) et (MF) ont méme transformée (M'H’) par o’. Elles sont donc confondues, d’ou
I’alignement de M, F, M’.

Solution 12.9. «) Soit A une droite passant par F coupant D en I, 6 I’angle non
orienté aigu de A et D. Pour tout M € A de projection orthogonale H sur D, on a
MH = MIsinf. Donc M € C si et seulement si % = esinf. Si esin @ # 1 on a deux
points M, M’ sur A de projections orthogonales H, H' sur D tels que

MF  WMF , . MF MNF
— = —— =¢sinf dou — =
M'T MI

= — =€
MH MH
Ainsi, A coupe C en M, M conjugués harmoniques relativement a F et I.

Si A est paralléle a D, soit  la distance de A et D. Alors A coupe C' en My, M;,
tels que MoF = M{F = eh, donc F est le milieu de (Mo, Mj).

Solution 12.10. Soit H la projection orthogonale de M sur D. Soit une représenta-
tion paramétrique ¢ — M(¢). Le vecteur 7 = dd% est tangent. Dérivons la relation
FM? — ¢?HM? = 0.On a

. dFM  ,— dFM  dFH, . ,—

f— [ e — = — ) = J— .H
0=FM: —— — "Bl - (~— — —) = (FM — €”Hll) - 7

car HM - % = 0. Par définition de J, 7 et M sont colinéaires. On a donc

— 9=y T - = = e
0 = (FM — ¢*HM) - JM = FM - (JF + FM) — ¢?HM - (JH + HM)
— = - —

Comme FM2 — e2HM2 = 0, il reste 0 = FM - JF — ¢2HM - JH = FM - JF.
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Solution 12.11. 1) Soit H et K les projections orthogonales de A et B sur D.
Si F est foyer d’une conique C d’excentricité e, on a ﬁ—g =e= % donc (en utilisant
I’homothétie de centre I transformant A et H en B et K)
BF BK IK IB JB
AF  AH IH IA JA
ou J est conjugué harmonique de I relativement a A, B. Donc F est sur le cercle I" de
diamétre [T, J] (11.20, p. 294).

Inversement, si F € T' et F ¢ D, on a ces égalités, donc la conique de foyer F,
directrice D, excentricité ﬁ—g =e= % passe par A et B.
2) Les cercles A, B sont tangents en H,K a D. Soit les fonctions circulaires o, 3,
définies par
a(M) = AM? — AH?, B(M) = BM? — BK?, v(M) = AH?BM? — BK?AM?
Alors A = V(a),B = V(8), = V(y) et v = AH?3 — BK?a. Les fonctions

circulaires «, 3, v appartiennent a un méme plan vectoriel, donc A, B, I" appartiennent
a un méme faisceau de cercles F.

t%) SoitF € I'. Comme ﬁ—g =e= g F a méme position par rapport aux cercles A
et B.

(1) SiFextérieura A et B, e > 1, C est une hyperbole,

(2) SiFintérieura Aet B, e < 1, C estune ellipse,

(3) SiFe AN B,e =1, C estune parabole.

Comme I € D, tangente commune & A et B, I est extérieur & A, B et I’arc T'}, des

points de I" extérieurs & A et B estnonvide. SiF € T';, \ D, C est une hyperbole, donc
le cas 1 est toujours possible.

Si les cercles A et B n’ont pas de point commun, i.e. si F est a points limites, C
est toujours une hyperbole car I' = I'j,. C’est en particulier le cas si A et B ne sont pas
dans le méme demi-plan limité par D.

Si les cercles A et B se coupenten Fq, Fo, F est a points de base F1, Fo. Les arcs de
I limités par F{, Fy sont I'. et 'y, intérieur et extérieur & A et B.

(1) SiF € I'y, C est une hyperbole,
(2) SiF eI, C estune ellipse,
(3) SiF € {Fy,Fy}, C est une parabole.

Solution 12.12. On sait (12.19, p. 333) que H, H' sont sur le cercle principal 2. Soit
X le point ou (FH) recoupe €2, symétrique de H’ par rapport au centre Q. On a donc
FH x F/H' = —FH x FK = —Q(F) = a? — 2.
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Solution 12.13. 1) Les symétriques Py, P, de F par rapporta 77, 75 sont sur £ (12.19,
p. 333). Ce sont donc les intersections des cercles F’ et A.

2) Onaoy(F) = P1,0'(P1) = Py,02(P2) = F. La réflexion o5 o ¢’ o o1 laisse F
fixe, donc o9 0 0/ 0 01 = o et 05 0 0’ = 0 o o7 est la rotation de centre A et d’angle
2(AF', 75) = 2(7y, AF) modulo 27. Soit 7 une réflexion échangeant (AF) et (AF’). Elle
change les angles en leurs opposés, donc échange 77 et 75, d’ou le résultat.

3) La rotation o5 o o, de centre A, d’angle 2(75, 7) (modulo 2r), envoie Py en P,
Les tangentes 77, 75 sont orthogonales si et seulement si (P, P2) sont diamétralement
opposés sur A, i.e. si A est sur I’axe radical de A et F’, i.e. si

—AF? = A(A) = AP; x APy = F'(A) = AF”? — 4a?
i.e. si AF2 + AF'? = 4a2. Posons 2c = FF’. Soit @ le centre de C. On a
2 2 =2 S22 4 TS L o |12
AF® + AF” = |AQ+ QF|° + [|AQ + QF||
—
= 2407 4 240 - (OF + OF') 4 QF? + F'? = 2402 + 2¢2
Par un calcul simple (voir 12.17, 328), on montre que e = <. D’o0 A € T si et
seulement si AQ? = 2a% — ¢? = (2 — €?)a?.
* sie < /2 ce quiest le cas des ellipses et hyperboles de faible excentricité, I" est le
cercle orthoptique de centre Q et de rayon av/2 — e2.
* Sie>+/2,T estvide.

* Sie = /2, C est une hyperbole équilatére i.e. d’asymptotes X', ) orthogonales.
En les considérant comme tangentes avec points de contact a I’infini, I" se réduit a

{a}.

4) Pour étendre ces résultats a la parabole, il faut remplacer F/ par la directrice D,
la droite (AF’) étant remplacée par la droite orthogonale a D passant par A. L’ensemble
I" est alors la directrice (exercice 12.8, p. 338).

Solution 12.14. Soit C une telle parabole, F son foyer, D sa directrice. Les projections
orthogonales A’,B’, C’ de F sur les tangentes (BC), (CA), (AB) sont sur la tangente au
sommet A de C' (12.21, p. 335). Par le théoréme de Simson (11.18, p. 293), F est sur
le cercle (ABC) et A est la droite de Simson de F.

On sait que I’homothétie Hy 1 transforme la droite de Simson A de F en la droite
de Steiner qui passe par I’ orthocentre (voir le probleme 11.6.3, p. 309).
Inversement, soit F sur le cercle (ABC) distinct de A, B, C et A sa droite de Simson.

Alors la parabole de foyer F et de tangente au sommet A est bien tangente aux c6tés
du triangle (12.21, p. 335). Méme raisonnement pour la directrice.
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Chapitre 13

Nombres complexes et géomeétrie

Le corps C des nombres complexes a une structure de plan vectoriel euclidien
orienté. Ceci permet de transporter dans C les problémes de géométrie plane pour
les résoudre par calcul. Pour ce faire, il faut disposer d’un dictionnaire mettant en
regard les phénomenes géométriques et leurs traductions algébriques dans C. Cette
problématique est développée dans les sections 13.1 et 13.2.

L’adjonction d’un élément oo a C permet une application a la geométrie des cercles
développée au chapitre 11. Cette partie est longuement développée dans les sections
13.3 et 13.4. C’est I’occasion de découvrir de nouvelles transformations qui ne font
pas partie de la géométrie affine : les homographies et antihomographies qui consti-
tuent le groupe circulaire.

13.1 LE CORPS C COMME PLAN GEOMETRIQUE

13.1.1. Le plan vectoriel euclidien orienté C

Rappelons comment on définit sur C la structure canonique de plan vectoriel eucli-
dien orienté :

* P’inclusion R C C détermine sur C une structure naturelle de R-espace vectoriel de
dimension 2,
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* I’application module Z +— |Z] est la norme euclidienne; le produit scalaire de

Z=X+iYetZ =X +iY’ est
_ 1 _
XX'+YY' =R(zZ") = §(ZZ’ +2'7)

* labase orthonormale (1,4) est décrétée directe ; le déterminantde Z = X + iY et
7' = X' +1iY" relativementa (1,14) (et donc relativement a toute base orthonormale
directe) est

1

oF (Z2' - 2'7)
7

!/
det ()é iﬁ) = XY'-YX' =3(22) =

L’argument d’un complexe Z # 0 est I’angle arg(Z) = (1, Z) modulo 27. Le
groupe SO(C) est formé des applications Z — aZ ou |a| = 1. Il est canoniquement
isomorphe au groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1. Autrement
dit, a étant de la forme e, I’application R-linéaire Z — e Z est la rotation vecto-
rielle d’angle 6.

Le groupe, isomorphe & C*, des applications Z +— aZ (a # 0) est le groupe

des similitudes vectorielles directes. Pour a = pe®, I’application Z — aZ est la
similitude vectorielle directe de rapport p et d’angle 6.

13.1.2. Le plan affine euclidien orienté C

On peut aussi considérer C comme plan affine euclidien orienté. Reportons nous a la
définition d’espace affine (8.1, p. 204) : le plan vectoriel (euclidien orienté) associé est
C lui-méme et I’opération du plan vectoriel C sur le plan affine C est I’addition interne
(b,z) — z + b de C. Autrement dit, les translations sont les applications z — z + b
ou z est considéré comme un point et b comme un vecteur.

Proposition 13.1. Une application de C dans C est une similitude directe pour la
structure affine euclidienne de C si et seulement si elle est du type z — az + b ol

a # 0.

Autrement dit, le groupe Sim™(C) des similitudes directes s’identifie au groupe
affine GA(C) de C considéré comme droite affine sur le corps C.

Démonstration. Montrons que ces applications sont des similitudes directes.
* Pour a = 1, on a toutes les translations.

e Pour a = pe® # 1, I’application a un unique point fixe obtenu en résolvant
I’équation zg = azy + b, c’est le point d’affixe zyp = 1Tba Soit z # 2z et
Zz' = az + b son image. Considérons les "vecteurs" Z = z — zg et Z/ = 2/ — z,.
OnaZ = (az+b) — (azo +b) = a(z — 2z9) = aZ, donc |Z'| = p|Z| et
(Z/,\Z’) = arg(a) = 6 modulo 27. L’application est bien la similitude directe de
centre zg, de rapport p et d’angle 6.

Comme p et 6 peuvent étre pris quelconques, de méme que zy (en prenant
b= (1 — a)zp), toute similitude directe est de ce type. O
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13.1.3. Le plan affine C

On va voir maintenant C comme simple plan affine, autrement dit on oublie la structure
euclidienne. On se propose de décrire les applications affines par un énoncé analogue
a la proposition 13.1

Proposition 13.2. Une application C — C est une application affine si et seulement
si elle est du type z — az + bz + c.

Démonstration. Ces applications sont clairement affines. La question est : toute
application affine est-elle de ce type ? Cela revient & montrer le lemme suivant :

Lemme 13.3. Une application de C dans C est R-lingaire si et seulement si elle est
du type fop: Z +— aZ +bZ ol (a,b) € C2.

Ces applications sont clairement R-linéaires et forment un sous-R-espace vectoriel de
I’espace L (C). Comme dimg(C) = 2, onadimg Lr(C) = 2x2 = 4. L’application
(a,b) — fap est injective, R-linéaire de C? dans Lg(C). Mais dimg(C?) = 4,
cette application est donc bijective par égalité des dimensions des espaces de départ et
d’arrivée, le lemme est démontre.

Soit f: C — C une application affine : f est déterminée par son application linéaire
associée, qui est de la forme f, ;, par le lemme, et par I'image ¢ = f(0) (8.13, p. 209).
Elle est donc bien du type annonce. O

13.2 UTILISATION DE C EN GEOMETRIE AFFINE PLANE

Soit P un plan affine euclidien orienté de plan vectoriel associé P. Nous allons
—_—

voir comment la donnée d’un repére orthonormé direct R = (0, w, v') permet
d’«algébriser » une situation géométrique.

13.2.1. Affixes et images

Si on considére les bijections
CcC —

Z=X4+1Y +—

C — P
z=x+iy — M=0+2vU +yv

P
—
V=Xu+Y7

On dit que V et M sont les images de 7 et z respectivement et que Z et z sont les
affixes de 7 et M. Ces notions sont relatives au repére R. Il n’y a pas d’ambiguité sur
les notions d’affixes. En revanche la notion d’image est plus ambigué et on devrait
préciser image vectorielle pour V et image ponctuelle pour M, ce que nous ferons
s’il y a risque de confusion.
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Une situation géométrique de P ou de P peut étre ainsi traduite dans C et étudiée
par calcul. On a déja rencontré cette démarche. Le choix d’une base en algébre linéaire
ou d’un repere en géométrie affine permet de transporter un probleme géomeétrique
dans R™ pour I’étudier numériquement.

Ici, I’outil numérique est sophistiqué car la structure algébrique de C est plus riche
que celle de R? : on y dispose de la multiplication interne du corps C. Les deux
coordonnées réelles d’un point sont remplacées par un seul nombre complexe, I’affixe,
ce qui laisse prévoir une simplification des calculs. Un objectif de ce chapitre est
d’élaborer un «dictionnaire » mettant en correspondance phénoménes géométriques
de P et leurs expressions complexes dans C. Ainsi, les propositions 13.1 et 13.2
donnent les expressions complexes des similitudes directes et des applications affines
quelconques.

13.2.2. Equations complexes de droites

Lemme 13.4. (i) Toute forme linéaire L: P — IR est d’expression complexe
Z — aZ + aZ ol a € C est unique, affixe d’un vecteur orthogonal a Ker L.

(77) Toute fonction affine f: P — R est d’expression complexe z — az + aZ + b
ou (a,b) € C x R est unique.

Démonstration. () Onsait que L est du type Vs A-V ol A est unique orthogonal
N 7 — — A — —
aKerL.PourV=Xu+YvetA=au+pFv,ona(l3.11,p.349)
A.-V=Xa+YB=aZ+adZ

ol Z = X +iY estaffixe de V eta = 3 (c+i3) est affixe de %Z
(74) Une fonction affine (9.12, p. 250) f est définie par la donnée de la forme linéaire
associée L et I’image de I’origine f(0) = b e R :

FM) = L(OM) + f(0) =@z +az+b
ol z est affixe de M. O

Proposition 13.5. Toute droite affine D a une équation complexe du type az+az+b = 0
ou (a,b) € C* x R est unique a facteur réel prés; a est I’affixe d’un vecteur
orthogonal. Inversement, une telle équation est celle d’une droite.

Démonstration. On sait (9.13, p. 251) qu’une droite est I’ensemble D = V(f) des
points annulant une fonction affine f, unique a facteur (réel) prés, et réciproquement.
]

13.2.3. Equations complexes de cercles

Proposition 13.6. L’équation a2z +bz +bZ+c = 0,00 (a,c) € R* x Retb € C est
celle d’un cercle si [b|? — ac > 0. Tout cercle a une telle équation, le triplet (a, b, )
est unique a facteur réel pres.
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Démonstration. Soit L la forme linéaire d’expression complexe Z +— bZ + bZ.
Consideérons I’application

F:M|—>F(M):aH(ﬁ}’IH2+L(CWI)+c=az§+52+b§+c

ou z est affixe de M. C’est une fonction circulaire (11.12, p. 289). Voyons a quelle
condition V(F") est non vide. On écrit

R = ol ime ) oo ) (e ) o2
_ b2 |b]?—ac
= ol 2l -7

Si [b|? — ac < 0, V(F) est vide.

- y . b
Si [b]?> —ac > 0, V(F) est le cercle de centre @ d’affixe — 2 et de rayon ﬁ«/|b|2 — ac,
réduit a son centre si |b|? — ac = 0.

Inversement, tout cercle donné par son centre et son rayon admet une telle équation.
O

Exercice 13.1. Pantographe. Soit un parallélogramme articulé 0ACB ((ﬁ+(ﬁ§ = (f:)
ou O est fixe, les longueurs 0A = BC et 0B = AC sont constantes. Deux plaques
triangulaires rigides MAC et CBM’, directement semblables, sont fixées sur les segments
[A,C] et [C,B]. Montrer que I’on passe de M a M’ par une similitude fixe directe de
centre 0.

Exercice 13.2. 1) Soit A, B, C d’affixes a, b, c. On note 5 le nombre 5. Montrer les
équivalences :

(ABC équilatéral direct) o (a +bj + cj? = 0)

(ABC équilatéral) & ((a — b2+ (b—c)}+(c—a)P= O)

2) Soit un polynéme P(X) = X3 + AX? + uX + v a coefficients complexes.
A quelle condition sur ), i, v les racines de P(X) sont-elles sommets d’un triangle
équilatéral de C?

3) Soit 7" = PQR un triangle quelconque. On construit a I’extérieur de T les triangles
équilatéraux de cotés [Q, R], [R, P], [P, Q]. Soit A, B, C les centres de ces triangles. Mon-
trer que le triangle ABC est équilatéral (théoreme de Napoléon).

Exercice 13.3. Soit My, M, d’affixes z1, zo distincts. Donner une équation complexe
de la droite (M;M). On la mettra sous la forme de la nullité d’un déterminant d’ordre
3 (I’équation étant @z + az + b = 0, exprimer que z1, zo la Vvérifient ; considérer un
autre point d’affixe z sur la droite et utiliser le fait qu’un systeme linéaire homogene
ayant une solution non triviale est de déterminant nul).



354 13 ¢« Nombres complexes et géométrie

Exercice 13.4. Soit un triangle direct ABC avec les affixes a, b, c. On construit les
triangles équilatéraux PBC, QCA, RAB, extérieurement au triangle ABC. Soit p, g, r les
affixes de P, Q, R.

— = —

1) Montrer que les vecteurs AP, BQ, CR ont méme norme et font entre eux les angles
427,
3

2) Montrer que les droites (AP), (BQ), (CR) sont concourantes.

Exercice 13.5. On donne trois points My, Ms, M3. Par la méme méthode que dans
I’exercice 13.3, donner I’équation complexe du cercle passant par ces trois points (s’ils
ne sont pas alignes).

Exercice 13.6. Soit ABC un triangle équilatéral.
1) Montrer que pour tout M, on a MA 4+ MB > MC.

2) Montrer que MA+MB = MC si et seulement si M est sur I’arc du cercle (ABC) limité
par A et B, ne contenant pas C (on réfléchira a la question suivante : a quelle condition
sur les arguments de z; et zo I’inégalité |z; + 22| < |21] + | 22| est-elle une égalité ?).

Exercice 13.7. Soit £ un espace euclidien orienté de dimension 3, (0, e7, 3, e3) un

repéere orthonormé direct, A, B, C trois points tels que cﬁ, CWB, ac soient deux a deux
orthogonaux et de méme norme. Autrement dit, ce sont trois arétes d’un cube de
sommet 0. Soit P le plan passant par 0 de direction P = Vect(e7, e3).

1) Soit a, b, c les affixes des projections orthogonales A’ B’,C’ de A,B,C sur P.

2 2 ) A . —_— > —
Montrer que a® + b* + ¢ = 0 (considérer la matrice de OA, 0B, 0C dans la base
B = (e1, ez, e3) et utiliser les propriétés des matrices orthogonales).

2) Montrer que si 0 est isobarycentre de A’, B’, C’, alors A’B’C’ est équilatéral (utiliser
I’exercice 13.2).

3) Comment envisager la réciproque de 1) ?

Exercice 13.8. Soit M, M” deux points mobiles animés de mouvements circulaires
uniformes de méme vitesse angulaire w sur des cercles C’, C” de centres A’, A”, de
rayons R, R”. Prenons la droite des centres pour axe réel. Si a’, a” sont les affixes
(réels) des centres, les affixes de M’, M” sont donc

o = + R/ei(wt—‘,—cp’)’ pr—— + R//ez’(wt+<p”)
1) Quel est le mouvement du milieu M de (M',M")?

2) A quelle condition M est-il immobile ?
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Exercice 13.9. Soit ¢: P — P une application linéaire de représentation complexe
Z—aZ +b7.

1) Montrer que ¢ est inversible si et seulement si |a| # |b].
2) Dans le cas général, calculer det ().

3) Quel est le polyndme caractéristique de o ? Montrer que  a des valeurs propres
réelles si et seulement si I’image A de a se trouve dans la bande comprise entre les
deux droites horizontales tangentes au cercle de centre I’origine 0 et de rayon |b|.

Exercice 13.10. Soit M',M” deux points mobiles animés de mouvements circulaires
uniformes de vitesses angulaires opposées w et —w sur des cercles C’, C” de centres
A, A", de rayons R’, R”. Prenons la droite des centres pour axe réel. Si a’, a” sont les
affixes (réels) des centres, les affixes de M’, M” sont

2 =d + Rlei(wt-i-go’)’ 2 =a" + Ruei(—wtﬁ-go”)
Montrer que la trajectoire du milieu M de (M’,M”) est en général une ellipse dont on
déterminera les éléments de réduction. La trajectoire de M peut-elle étre un segment?
(On pourra poser u(t) = e™* et étudier I’application faisant passer de u(t) a I’affixe
z(t) de M).

13.3 LA GEOMETRIE DES CERCLES ET C

Cette section est liée au chapitre 11. Le cadre est un plan affine euclidien orienté 7, de
plan vectoriel associé P. On le complétera en le plan annalagmatique P = PU{oo}
en ajoutant le point a I’infini oo (11.22, p. 296).

13.3.1. Birapport de quatre points

Définition 13.7. Soit z1, 29, 23, 24 quatre nombres complexes distincts. On
appelle birapport de ces nombres rangés dans cet ordre le nombre

23 — Rl  R3 — %2

[21, 22, 23, 24] = (ou le signe : signifie « divisé par »)

Za—21 24— 29

Ces nombres étant distincts, le birapport n’est jamais égal a 0 ou 1. On vérifie
immédiatement que

[21722723724] = [22721724723] = [23724721722] = [24723722721]
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Le birapport ne change pas en intervertissant les couples (z1, z2) et (z3,24) OU
simultanément les termes de chaque couples. Comme on a 4! = 24 ordonnancements
possibles des z;, les 24 valeurs sont égales 4 4 4 et on a 24—4 = 6 valeurs possibles du
birapport en changeant I’ordre. Par exemple, en intervertissant z; et z9, OU z3 et zy4, le
birapport est changé en son inverse.

On notera C I’ensemble C U {oo}. L’élément infini oo est I’affixe du point & I’infini
(noté aussi oo) du plan annalagmatique 77 = P U {oc}. Prolongeons la définition du
birapport a C en posant

zZ4 — 29
[00, 22, 23, 24] = [22, 00, 24, 23] = [23, 24,00, 22| = [24, 23, 22, 00] = p—
3 — 22

Ces valeurs sont les limites du birapport si z; tend vers I’infini alors que les trois
autres affixes z; sont fixes.

Proposition 13.8. Soit quatre points Mq, My, M3, My. Le birapport de leurs affixes
21, 29, 23, 24 relativement & un repére orthonormé direct ne dépend pas de ce repere.
On pose alors [My, Mg, M3, My] = [21, 22, 23, 24], C’est le birapport des quatre points ;.

— —

Démonstration. Soit R = (0, w,v) et R = (0/,«,v") deux repéres, b I’af-
= TS

/

fixe de 0’ dans R, = (w,u') = (7', v') modulo 27. Si z et 2’ sont les affixes
du méme point M dans R et R’, la relation® liant z et 2’ est z = €2’ + b. Pour

/ /

trois indices 4, j, k, on voit que == = Z=Z, donc on a égalité des birapports
z[—z], Zi—
(21, 22, 23, z4] = [2], 25, 24, 4], y compris si I’ un des z; est oo O

Proposition 13.9. Le birapport de quatre points alignés est leur birapport au sens du
chapitre 8.

Démonstration. Si les M; sont sur une méme droite D, prenons 0 € D et w un vecteur
unitaire directeur de D. L affixe de M; est z; = OM; eton a

z3—21 23—2z2 MMz MoMg

214 %92y 23, 24| = . NS
[ T ] 24— 21 24— 29 MMy MoMy

ce qui est le birapport au sens du chapitre 8 (8.1.8., p. 217). O

1. La méme démonstration marche encore si on change I’unité de longueur, c’est-a-dire si on remplace le
produit scalaire de P par un autre proportionnel (8.32, p. 223). La formule de changement de repére est alors
2z =az' + boua # 0 n’est pas toujours de module 1.
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13.3.2. Faisceaux de cercles a points de base

Théoréeme 13.10. Pour que quatre points distincts My, My, M3, M4 soient cocycliques
au sens généralisé, il faut et il suffit que leur birapport [M1, My, M3, My] soit réel.

\oir le corollaire du théoréme de I’angle inscrit (p. 293).
Démonstration. Soit z1, 29, 23, 24 les affixes relativement a un repére orthonormé
direct et p= [Mlv Mz, M3, M4] = [Zlv 22523, 24]'
1) Supposons qu’aucun de ces points n’est co. On a

Z3 — 21 Z3 — 22
p= :

24 — 2 .24_22

d’ou les congruences modulo 27

—

z3 — 21 z3 — 22
arg(p) = arg( ) - arg( ) = (M1My, M1M3) — (MoMy, MoM3)
Z4 — 21 Z4 — 29

Pour que p soit réel, il faut et il suffit que son argument soit nul modulo 7, donc qu’on

ait (MyMg, M1M3) = (MaMyg, MoM3) modulo . Comme cette congruence est modulo ,
on peut s’exprimer en termes d’angles de droites :

(MlmMg) = (MgmMg) modulo 7

ce qui équivaut a ce que les quatre points soient cocycliques ou alignés (p. 293), donc
appartiennent @ un méme cercle généralisé.
2) Supposons qu’un de ces points soit co, par exemple M4 = co. Ona

Z3 — 21
P = [21722723700] ==

23 — 22
d’ou les congruences modulo 27

23 — 21

—— =
arg(p) = arg(z3 - 22) = (005, 1, M)

Pour que p soit réel, il faut et il suffit que son argument soit nul modulo 7, donc

] 2 H H H 1 i A i
que (MaMs, M1M3) = 0, c’est-a-dire que les trois points My, Mo, M3 soient alignés. Ceci
équivaut a ce que My, Ms, M3, 0o soient cocycliques au sens généralisé car les droites
sont les cercles généralisés passant par oc. O

Corollaire Soit A, B deux points distincts du plan annalagmatique et 7 le faisceau de
cercles a points de base A, B. Pour tout Mg distinct de A, B, le cercle de F passant par
Mo est :

Co = {Me75 | [A,B, Mo, M] ER}
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13.3.3. Faisceaux de cercles a points-limite

Théoreme 13.11. Soit A, B deux points distincts du plan annalagmatique et F le
faisceau de cercles (généralisés) de points limites A, B. Pour que deux points distincts
P, Q appartiennent au méme cercle de 7, il faut et il suffit que le birapport [A, B, P, Q]
soit de module 1.

Démonstration. Soit P, Q deux points distincts entre eux et de A, B, a, b, p, ¢ les affixes
de A,B,P, Q. Posons p = [A,B,P,Q] = [a,b,p, q|.

1) Supposons qu’aucun des points A, B n’est co. On a
o] = Ip — al ' lqg — al _PA QA

“lp—b lg—b PB QB
Par le théoréme 11.20 (p. 298), pour que P et Q soient sur le méme cercle de F il faut

etil suffit que £ = 3, donc que |p| = 1.

2) Supposons que B = oc. On a

lp—a|l PA

ol = =0

lg—al QA
On sait que les cercles de F sont les cercles de centre A (p. 301). Pour que P et Q soient
sur le méme cercle de F, il faut et il suffit que PA = QA, donc que |p| = 1. O

13.3.4. Quadrangle harmonique

Définition 13.12. On dit que quatre points distincts A,B,P,Q forment un
quadrangle harmonique si [A,B,P,Q] = —1

Comme —1 est réel, un quadrangle harmonique est formé de points alignés ou
cocycliques. S’ils sont alignés, ils forment une division harmonique au sens du chapitre
8 (13.9 et 8.25, p. 216).

En particulier, pour @ = oo, on a [A,B,P, c0] = —1 si et seulement si P est milieu
de (A,B). En effet, [a, b, p, o0] = ’ﬁ a la valeur —1 si et seulement si 2p = a + b.

Il nous reste a étudier le cas ou les points ne sont pas alignés.
Proposition 13.13. Soit A, B, P, Q quatre points distincts d’un cercle I" de centre O.
On a équivalence entre

(Z) [Av Bv Pv Q] = -1,

(77) la droite (AB) et les tangentes en P, Q a I sont concourantes ou paralleles.

(731) la droite (PQ) et les tangentes en A, B a I" sont concourantes ou paralléles,
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Cas général :

Le point R est envoyé a I’infini.
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Démonstration. Le nombre —1 est le seul nombre complexe distinct de 1 qui soit a
la fois réel et de module 1.

Par le théoréeme 13.11, ona [A, B, P, Q] = —1 si et seulement si P et Q sont sur un méme
cercle -y du faisceau a points limites A, B, donc si ce sont les intersections de I" et d’un
cercle v centré en un point R € (AB) orthogonal a I" (éventuellement la médiatrice de
(A, B)). Il revient au méme de dire que les tangentes en P, Q & I" se rencontrent en R sur
(AB), ou sont paralléles a (AB). Ceci donne I’équivalence de (7) et (7). Comme dans
un quadrangle harmonique, les paires A, B et P, Q jouent le méme réle I’une par rapport
a I’autre, on a aussi I’équivalence de (i ) et (m) O

Exercice 13.11. On donne quatre points distincts du plan annalagmatique M1, Mo, M3, M4
et on pose p = [My, Mo, M3, My]. Montrer que la modification de I’ordre des M; donne
les valeurs suivantes pour le birapport :

1 1
p = My, Mg, M3, My], 1— e Mg, M3, My, Ma], -, M3, My, Mo, My]
1
; - [M27M17M37M4]7 ﬁ = [M37M27M17M4]7 1-—- P = [M17M37M27M4]

Exercice 13.12. Soit A,B,C,D quatre points distincts d’un méme cercle. Les six
valeurs deux a deux inverses du birapport sont réelles (13.10, p. 357). Montrer que
parmi elles, deux sont négatives et quatre positives (faire le produit des trois valeurs
de la premiére ligne de I’exercice précédent). Montrer que si [A,B,C,D] < 0, alors A
et B sont de part et d’autre de (CD).

Exercice 13.13. Théoreme de Ptolémée. On donne quatre points distincts A, B, C,D
de P. Montrer I’inégalité

AB x CD < BC x AD + AC x BD

avec égalité si et seulement si A,B,C,D sont sur un méme cercle ou alignés,
les segments [A,B] et [C,D] ayant une intersection non vide. On remarquera que

L=p+(1-p)=t+a-1)=r1 + 2.

1
p P

Exercice 13.14. Relation de Newton. Soit A, B, P, Q quatre points distincts d’affixes
a,b,p,q.

1) Montrer que [A, B, P, Q] = —1 si et seulement si
2(ab+pq) = (a+b)(p+q)

2) Soit I, J les milieux de (A, B) et de (P, Q). Montrer qu’on a équivalence entre les
conditions

(i) [A,B,P,Q] = —
(ii) (AB) est bissectrice de (ﬁ, IQ) et IP x IQ = IA2 = IB2,

= =

(iii) (PQ) est bissectrice de (JA, JB) et JA x JB = JP? = JQ2.
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Exercice 13.15. Quadrangle équianharmonique. 1) Soit p et p’ de module 1. Mon-
trer que p+ p’ = 1 si et seulement si I’'un des deux nombres p, p’ est —j et I’autre — ;2
(remarquer que les parties imaginaires de p et p’ doivent étre opposées).

2) Soit quatre points A, B, C,D d’affixes a, b, ¢, d. Montrer que les six valeurs du
birapport (13.11) sont toutes de module 1 si et seulement si

1 1
p=1l-—=-—=—jou—j
p l1—p
S’il en est ainsi, on dit que (A, B, C,D) est un quadrangle équianharmonique.
3) Montrer qu’il en est ainsi si et seulement si

AB x CD = BC x AD = CA x BD

4) Que dire de trois points formant avec oo un quadrangle équianharmonique ?

5) Soit A,B,C trois points distincts. Construire deux points D’ et D” tels que
(A,B,C,D’) et (4,B, C,D") soient équianharmoniques.

Exercice 13.16. Soit un triangle ABC, I' le cercle circonscrit, a, b, ¢ les affixes des
sommets. On pose

o
>
|

Q

- _
il 5=a_

E_bv a ) ’7_—

b—a

Pour tout M d’affixe z, on note A’, B’, ¢’ les symétriques de M relativement aux cotés
(BC), (CA), (AB) et a’, b, ¢ leurs affixes.

ol

1) Montrer les formules

d = aZ-b+b=az-0) +c
V = BE-¢)+c=pz—-a)+a
d = yz-a)+a=~FZ-b)+b

2) En déduire [A, B/, C’, 00] = 4=¢ = [a, b, ¢, 7]

b —c'

3) En déduire que M € T si et seulement si A’, B/, C’ sont alignés (voir probleme
11.3, p. 309). Montrer que C’ est milieu de (A’, B) si et seulement si [A,B,C,M] = —1.

4) Montrer que A’B’C’ est équilatéral si et seulement si A, B, C,M est équianharmo-
nigue.
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13.4 GROUPE CIRCULAIRE

13.4.1. Les homographies

Définition 13.14. On appelle homographie numérique de C toute fonction
du type h: z — gjjl’; ou a,b,c,d sont des coefficients complexes tels que
ad — be # 0.

Pour ¢ = 0, on retrouve les similitudes directes pour la structure de plan affine
euclidien de C (13.1, p. 350).

Pourquoi imposer la condition ad — be # 0? Si ad — be = 0, il existe A tel que
a=Aceth=\deth(z) =\ pour tout = # —4<, la fonction £ est constante.

Si ¢ # 0, h n’est pas définie en —%. On prolonge % en une bijection de C sur
lui-méme en posant
* sSic#£0, h(—%l) = oo eth(oco) = &,
* sic=0, h(co) = o0.

Les similitudes directes sont donc les homographies laissant fixe oco.

On vérifie que la composée de deux homographies est une homographie et que
I'inverse de h: z +— 22tb est =1 2 — =%£b | g5 homographies numériques

cz+d cz—a

forment le groupe circulaire direct numérique noté H*(C).

Théoréme 13.15. (i) Les homographies sont les applications de C dans C conservant
le birapport.

(43) Etant donné deux triplets (z1, 22, 23) et (2], 25, 24) ou les z; (resp. les z!) sont
distincts, il existe une homographie unique h telle que h(z;) = = pour les trois
indices.

Démonstration. 1) Montrons qu’une homographie i: z — ‘C‘jjg conserve le birap-
port. C’est immédiat si ¢ = 0. Supposons c # 0. Alors

a d) — 2 1 p _
h(z):c(cz—i-) ctb _a ad—bc

cz+d ¢ clez+d)
On voit que h est composée des applications
ad — be a
z+— cz +d, Z , 2 — =z
(%4 C

Le lecteur vérifiera que chacune d’elles conserve le birapport. Ceci établit la moitié
de (7) car il restera @ montrer qu’une application conservant le birapport est une
homographie.

2) Etant donné les deux triplets 21, 22, 23 et 2], 25, 24, on va montrer qu’il existe une
unique application i conservant le birapport transformant z1, zo, 23 en 21, 25, 25 et
que c’est une homographie. Ceci établira (i7) et la moitié manquante de (7).
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Si h conserve le birapport et transforme les z; en les z., on aura pour tout z distinct de
21,225 %3

[Zlv 22,23, Z] = [2,17 Zé? Zé? h(Z)]
En remplagant les birapports par leurs expressions, on constate que cette relation
permet le calcul de h(z) (ce qui prouve I’unicité de h qui est bien déterminée), que
la formule obtenue pour h(z) est bien celle d’une homographie et enfin qu’elle est
encore valable si z est I’un des z;.

En particulier, si une homographie laisse fixe trois points, c’est I’identité. O

Définition 13.16. Etant donné un plan affine euclidien P et son complété anna-
lagmatique, on appelle homographie de P toute application de P dans lui-
méme conservant le birapport.

Proposition 13.17. (i) Une application % de P dans lui-méme est une homographie
si et seulement si son expression complexe dans un repére (orthonormé direct) est une
homographie numérique. S’il en est ainsi, I’expression complexe de A dans n’importe
quel repére est une homographie numérique.

(44) Les homographies de P forment un groupe pour la composition appelé groupe
circulaire direct de P noté H(P).

Démonstration. Soit R un repére, h une application de P dans lui-méme, hp I’ex-
pression complexe de h. Soit My, My, Mg, My des points, M}, M), M5, M, les images par
h, z1,22, 23,24 €t 21, 25, 25, 2y les affixes de My, My, M3, My et M}, M5, M5, M). Alors
2} = hp(z;) etona(13.8, p. 356)

[M1>M27M37M4] = [21722723724] et [M/17M/27M/37M£1] = [le,Zé,Zé,Zi]

Il est clair que h conserve le birapport si et seulement si h i conserve le birapport
c’est-a-dire si hr est une homographie numérique. Le repére R étant quelconque, la
preuve de (7) est finie.

Le fait que les homographies forment un groupe vient de ce qu’il en est ainsi pour
I’ensemble des homographies numériques. O

Théoreme 13.18. Les homographies transforment cercles généraliseés en cercles
géneralisés et conservent I’orthogonalité.

Cette propriété explique la terminologie de groupe circulaire.

Démonstration. Soit ~ une homographie et C un cercle. Soit A, B, C trois points de C,
A, B, C" lesimages de A, B, C par h, C’ le cercle passant par A’,B’, C’. Pour toutM € C
d’image M, ona [A,B,C,M] = [A’,B’,C’,M']. Ce nombre est réel, donc M’ € C’ (13.10,
p. 357) et h(C) C C’. On montre de méme que h~(C’) C C,d’ol h(C) = C".

Soit C, T" deux cercles orthogonaux de transformés C’, I". SoitA € C, A ¢ T'. Alors C
est orthogonal aux cercles du faisceau F contenant I" et le cercle-point {A}. Comme
A ¢ T, F estapoints limites A,BetB € C. Soit A’, B’ les transformés de A, B. lls sont
sur ¢ = h(C).



364 13 ¢« Nombres complexes et géométrie

Soit M, N deux points de T', M', N leurs transformés qui sont sur T". Alors [A,B, M, N]
= [A',B/,M,N'] est de module 1 (13.11, p. 358) donc I'" appartient au faisceau 7’ a
points limites A’, B'. Le cercle C' passant par ces points appartient au faisceau conjugué
F' & points de base A’, B, donc est orthogonal a I'’. O

13.4.2. Points fixes d'une homographie

Cherchons les points fixes de I’homographie numérique h: z +— gjj:g.

1) Cas d’une similitude directe : ¢ = O etd # O carad—bc # 0.0Onah(z) = %z+§
et oo est point fixe.

e Poura =d, h(z) = 2z + g. Si b = 0, h est I’identité, sinon la similitude est une
translation et co est I’'unique point fixe.

* Pour a # d, c’est une similitude de centre le point d’affixe -2 ; il y a donc deux
points fixes en comptant co.

2) Casou ¢ # 0, h(co) = & # oo. On trouve les points fixes en étudiant I’équation
h(z) = z, c’est-a-dire les racines dans C du trindme cX? — (a — d)X — b, de
discriminant

A(h) = (a — d)? + 4be = (a + d)? — 4(ad — be)
» Pour A(h) # 0 il y a deux points fixes distincts.
» Pour A(h) = 0, il y a un point fixe unique %l. On dit que h est une élation.

Remarquons que pour ¢ = 0, h est une similitude directe avec oo pour point fixe;
ce sera une élation si et seulement si oo est seul point fixe, c’est-a-dire si h est une
translation: a = d, (a — d)?> = A(h) = 0.

Pour une homographie A sur un plan P, on applique les résultats de cette discussion
a la représentation complexe de h dans un repere.

Proposition 13.19. Soit » une homographie avec deux points fixes U, V (distincts).
Pour tout M, le birapport [U, V, M, h(M)] est indépendant de M.

Démonstration. Raisonnons numériquement. Soit u et v les affixes de U, V. Soit zg
distinct de u,v. Alors z; = h(zg) # z. Posons p = [u,v, 20, 21]. Pour tout z,
définissons h'(z) par la relation [u, v, z, h'(z)] = p. Ceci permet le calcul de h/(z) en
fonction de u, v, z. On constate que I’expression obtenue est celle d’une homographie.
Onah’ = hcar b/ et h coincident en u, v, zg (13.15, p. 362). Comme /' a la propriété,
le résultat est établi. O

Exemple : Soit la similitude z — az + b ol a # 0. On a les points doubles v = 2

1—a
et co. Alors

oo,v, 2,0z 44 = BV _(eztb) —(avb)
zZ—U 2 —
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13.4.3. Involutions

Définition 13.20. Une homographie h, distincte de I’identité, est une
involution si elle est elle-méme sa propre inverse.

Proposition 13.21. Une homographie A est une involution si et seulement si elle a
deux points fixes distincts U, V et si [U, V,M, h(M)] = —1 pour tout M.

Démonstration. Montrons qu’une homographie ayant cette propriété est une invo-
lution. On prend U, V tels que [U,V,M, h(M)] = —1 pour tout M. Comme —1 est son
propre inverse, on a

1

[0, V,h(M),M] = [U,V, M, h(M)]

= =1 = [u,v,h(0), b (h(W)]

donc, M = h(h(M)), d’ou h? = Id.

Inversement, soit A une involution et U un point fixe (il en existe au moins un). Soit M
un point distinct de son image My, V tel que [U, V,My,M;] = —1 et A/ I’involution de
points fixes U et V. Alors h et A’ coincident en U, Mg, My, donc h = A’ (13.15, p. 362) a
bien la propriété. O

Description géométrique des involutions Montrons qu’on peut construire I’'image
d’un point quelconque par une involution. Notons U, V les points fixes de I’involution
h. Pour tout M, h(M) = M est tel que U, V,M, M’ est un quadrangle harmonique (13.13,
p. 358).

Si M est sur la droite (UV), c’est le conjugué harmonique de M relativement a U, V au
sens du chapitre 8 (8.25, p. 216).

Sinon, on construit le cercle I' = (UVM). On joint M a I’intersection R des tangentes
en U,V aT. Cette droite recoupe I" en M’ = h(M).

Si un point fixe est U = oo, alors h est une similitude involutive, c’est-a-dire la
symeétrie centrale de centre V.

13.4.4. Les antihomographies

Nous allons étudier un autre type de transformations qui jouent pour les homographies
le role que jouent les antidéplacements pour les déplacements.

Définition 13.22. On appelle antihomographie toute application f du
plan annalagmatique P dans lui-méme transformant les birapports en leurs
conjugués : pour My, My, M3, My distincts on a

[f(M1), f(M2), f(M3), f(Ma)] = My, M2, M3, My]
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Théoréme 13.23. (i) Les réflexions sont des antihomographies.

(4i) Etant donné une réflexion o, I’application f — f oo (resp. f — oo f)est
involutive et échange I’ensemble H T (7P) des homographies et I’ensemble H~(P) des
antihomographies.

(i7) La réunion des ensembles H™(7) et H™(7) est un groupe noté H(7) appelé
groupe circulaire de P, dont H* () est un sous-groupe d’indice 2.

(7v) Les homographies et antihomographies transforment cercles généralisés en
cercles généralisés et conservent I’orthogonalité.

Démonstration. (i) Soit o la réflexion d’axe une droite A de P. Pour que I’énoncé
ait un sens, il faut préciser comment on prolonge o a P. On posera o(oo) = oc. Soit
un repére orthonormé direct (0, w, v') ol 0 € A et u est vecteur directeur de A,
Autrement dit, A est I’axe des réels. La représentation complexe de o est alors z — Z.
C’est bien une antihomographie.

(77) Ce point est immédiat a vérifier. 1l en résulte que la représentation complexe d’une

antihomographie est z — Z£% avec ad — be # 0.

(#44) Soit f, g dans H(P). Etudions g o f
« si f conserve le birapport et g conserve le birapport, alors go f conserve le birapport,
donc est une homographie,

* si f conserve le birapport et g conjugue le birapport, alors g o f conjugue le birap-
port, donc est une antihomographie,

* si f conjugue le birapport et g conserve le birapport, alors g o f conjugue le birap-
port, donc est une antihomographie

 si f conjugue le birapport et ¢ conjugue le birapport, alors g o f conserve le birap-
port, donc est une homographie.

On en déduit facilement que H(7) est un groupe et que H*(P) est sous-groupe
d’indice 2.

(7v) On connait le résultat pour les homographies (13.18, p. 363). Il est tres facile a
vérifier pour les réflexions. 1l est donc vrai pour les antihomographies. g

Définition 13.24. Etant donné un point 0 € P et un nombre & # 0, on appelle

inversion de pdle 0 et de puissance & I’application notée Inv(0, k) involutive

de P sur lui-méme ainsi définie :

 Inv(0, k) échange 0 et co,

» aMdistinct de 0 et de oo, Inv(0, k) associe le point M’ de la droite (0M) tel
que OM x OM = k.

Nous avons déja rencontré cette transformation en exercice au chapitre 11 (11.4,
p. 296).
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Proposition 13.25. (i) Les inversions sont des antihomographies.
(7i) Les antihomographies qui sont involutives sont les réflexions et les inversions.

Démonstration. (z) Soit I’inversion Inv(0, k). Prenons un repére orthonormé direct
d’origine 0. On voit facilement que I’application z +— % pour z # 0 et échangeant 0
et oo est représentation complexe de cette inversion, d’ou le résultat.

(2) 1l est clair que les réflexions et les inversions sont involutives. Inversement, soit f

une antihomographie telle que f = f—1.

» Supposons f(occ) = oo. Prenons un repére et la représentation complexe de f
encore notée f. Elle est du type z — %j:g. La condition f(oo0) = oo donne ¢ = 0.
Alors d # 0 car ad — bc # 0. En remplagant a, b par &, g, on se ramene au cas
ou f(z) = az + b. C’est donc une application affine (13.2, p. 351). Comme f
est involutive et conserve les milieux, elle laisse fixe le milieu 0 de deux points
homologues. Plagons I’origine en 0. Alors b = 0 et f(z) = az. Comme f est sa
propre inverse, on a z = f(f(z)) = aaz pour tout z. Ceci impose |a| = 1 etil
existe 0 tel que a = €. Alors f est composée des applications de représentations
complexes z — Z et z — €z, ¢’est-a-dire d’une réflexion d’axe passant par 0 et
d’une rotation de centre 0. C’est donc une réflexion.

» Supposons que f échange 0 et co. La représentation complexe de f dans un repére

d’origine 0, encore notée f, est z — ‘C‘;jg avec a = 0 pour f(oo) = 0etd =0

_ ; ; by -1

pour f(0) = cc. La representatlon_complexe est donc z +— = Linverse f~ a

pour représentation complexe z — L. Comme f=f"1onal=2=Fkolkest

réel car k = k. D’ou f = Inv(0, k). 0
EXERCICES

Exercice 13.17. Montrer qu’une homographie A transforme un faisceau de cercles en
un faisceau de cercles de méme nature.

Exercice 13.18. Soit A, B deux points distincts et & une homographie échangeant A et
B. Montrer que & est une involution (considérer les points fixes de h et h2 et utiliser
13.15, p. 362)

Exercice 13.19. Point de Frégier d’une involution sur un cercle. Soit A une
involution de points fixes U, V.

1) Montrer qu’un cercle généralisé est stable par A si et seulement si il appartient au
faisceau (U, V) de points-limites U, V ou au faisceau F (U, V) & points de base U, V.

2) On suppose que C' est un cercle a centre 0 stable par h. Montrer que pour tout
M € C, la droite Ay joignant M et h(M) passe par un point fixe (ou est de direction
fixe) F appelé point de Frégier situé sur la droite des centres du faisceau (U, V) ou
FL(u, V) auquel C appartient (distinguer les deux cas).
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Exercice 13.20. Groupe de Klein. Soit h1, ho deux involutions distinctes de points
fixes Uy, Vy pour hy, Uy, Vo pour ho. On pose hy = hg o hy
1) Montrer qu’on a équivalence entre les conditions
* (i) hy et ho commutent,
* (it) hg est une involution,
o (i11) ho échange U; et Vy,
* (iv) hy échange Us et Vs.

2) Dans ces conditions, montrer que {Id, k1, ho, hs} est un groupe commutatif.

3) Etant donné un ensemble @ de quatre points distincts, montrer qu’il existe un tel
groupe d’involutions laissant stable Q).

Exercice 13.21. Soit A un point de P et G, le groupe des homographies admettant A
pour point fixe.

1) Montrer que G est un sous-groupe de H*(P) conjugué du groupe des simili-
tudes directes de P.

2) Quelles sont les conjuguées dans GG des translations de P ?

3) Pour tout h # 1d de G, on a les éventualités :

» Si h € G, aun deuxiéme point fixe B € P, pour tout M, la valeur du birapport
[A,B,M, h(M)] est une constante p(h) (13.19, p. 364).

* Si h est une élation et n’a donc pas de deuxiéme point fixe, on pose p(h) = 1.

Montrer que I’application h — p(h) est un morphisme de groupe G, — C*.

Exercice 13.22. Soitun ensemble T' = {A;, Ao, A3} de trois points distincts.

1) Montrer que le groupe G(1") des homographies laissant 7" stable est isomorphe
a Ss (utiliser 13.15), p. 362).

2) Montrer que ces groupes G(T) forment une classe de conjugaison de sous-
groupes de H*(P).

3) On suppose que 1" est un triangle de cercle circonscrit I'. Construire les points
fixes des trois involutions de G(T") (utiliser I’exercice 13.19).

4) En déduire un autre triangle 7" tel que G(T') = G(T") (considérer les points
fixes des involutions de G(T")).

5) Construire 7" si A1 = oo.
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Exercice 13.23. 1) Soit ) un quadrangle harmonique. Montrer que le groupe des
homographies laissant () stable est diédral de cardinal 8.

2) Montrer que les groupes G(@) forment une classe de conjugaison de sous-
groupes de H* (P).

Exercice 13.24. 1) Soit ( un quadrangle équianharmonique. Montrer que le groupe
des homographies laissant stable ) est isomorphe au groupe alterné A 4.

2) Montrer que les groupes G(Q) forment une classe de conjugaison de sous-
groupes de H* (P).

PROBLEMES
Les corrigés de ces problémes sont disponibles sur le site de Dunod : www.dunod.com.

13.1. PROBLEME

Dans un plan affine euclidien orienté P rapporté a un repére, on donne un polygone a

n sommets A = (Ag,...,A,_1) d’affixes ag, ..., a,—1. On note Mat(A) la matrice &
une colonne dont les coefficients sont aq, . .. , a,_1.

Soit la racine primitive n-iéme de I'unité w = exp(%) et P = (Py,...,Pp_1) le
polygone régulier direct convexe dont les sommets ont pour affixes 1,w, ..., w" L.

Il est commode pour les notations de supposer que I’indice varie dans Z/nZ au lieu
de {0,1,...,n — 1} desorte que A, 1)1 = Ao.
1) Dans cette question, n = 4. On considére les conditions
(1)  ap+iay —ag —iaz =0
(2) ag—ay +ag —az3 =0

Quelles traductions géométriques ont ces relations pour A = (A, A1, Ay, A3) (la condi-
tion (1) seule, la condition (2) seule, les conditions (1) et (2) ensemble) ?

2) Soit la matrice a n — 2 lignes et n colonnes

1 w w? . wn L
o (whk> e W2 o L 2n-1)
1 w2 ,(-22 ... m-2)n-1)

interprétée comme application linéaire de C™ dans C" 2.
Montrer que Ker 2 est engendré par les matrices a une colonne U et V' de coefficients
1,...,1etl,w,...,w" L.
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En déduire que A est un polygone régulier direct convexe si et seulement si on a la
relation matricielle 2 Mat(A) = O (exprimer que A est régulier direct convexe si et
seulement si il se déduit de P par une similitude directe).

3) On dira que A est affinement régulier convexe s’il se déduit de P par une
application affine.
Interprétation géométrique pour n = 4.
Montrer qu’il en est ainsi si et seulement si on a la relation matricielle 2’ Mat(A) = O
ou €’ est la matrice a n colonnes et n — 3 lignes se déduisant de €2 en enlevant la
premiére ligne.

4) On suppose n = 4. Soit A = (Ag, A1, Az, Ag) quelconque.
» On pose aj = 2559 Quelle propriété posséde A’ = (Af, A7, A), A})?

« Onpose a] = “212% Quelle propriété posséde A” = (Aj, A7, Ay, A%)?
* Onpose b, = <" d’image B} . Quelle propriété posséde B’ = (B}, B}, B}, B}) ?

* Onposeb; = % d’image B} Quelle propriété possede B” = (B, B, B5,B3) ?
Faire des figures.
5) Soitu # 1 une racine n-iéme de I’unité. On forme A’ = (A;, ..., Al _,) d’affixes

Ay - -+ Qg OU @) = “HEEh
Comment les polygones A et A’ sont-ils liés géométriquement ?
Montrer que af, + ua} + - -+ +u""'a),_; = 0.

Montrer que si v # 1 est une autre racine n-ieme de I’unité telle que
ap +vay +---+ Un_lan_1 = 0,

alors on a encore aj, + va) +--- + v lal | =0.

13.2. PROBLEME

Soit £ un espace affine euclidien orienté de dimension 3 d’espace vectoriel associé
E, P un plan de &, S une sphére de centre Q, de rayon R, tangente en un point 0
a P, s le point de .S diamétralement oppose a 0, 7 la projection steréographique de
sommet s de S sur P = P U {oo}. Soit GT(S) (resp. G(S)) le groupe des rotations
(resp. isométries) de £ laissant S stable. On se propose d’étudier les bijections de P
sur lui-méme dutype mo f o~ ou f € GT(9) (resp. f € G(S)).

1) Montrer que G (S) et G(S) sont isomorphes a SO(E) et O(E).

2) On oriente la droite (Os) de O vers s. Soit la rotation rot(0Os, #). Montrer que

morot(0s, f)om~! est une homographie dont on donnera les points fixes et le birapport
(13.19, p. 364).

3) Soit a, b diameétralement opposés sur S, A = 7(a), B = m(b) et p(ap) le retour-
nement d’axe (ab). Montrer que 7 o p(ap) © 7~ ! est I’involution de points fixes A, B
(utiliser 11.33, p. 307, 13.13, p. 358 et 13.21, p. 365).
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4) En déduire que les 7o f o ! sont des homographies si f décrit GT(.S) (utiliser
8.43, p. 230).

5) Soit f une rotation d’axe (ab) orienté de a vers b et d’angle 6. Montrer que
h = mo for~! estune homographie dont on donnera les points fixes et le birapport (on
pourra montrer que f est conjuguée d’une rotation d’axe (Os) par un retournement).

6) Montrer que pour qu’une homographie k soit du type 7o for ~! ol f € GH(S),
il faut et il suffit que h ait deux points fixes A,B homologues par I’inversion
Inv(0, —4R?) et que le birapport de 4 soit de module 1.

7) Donner un exemple de sous-groupe fini de H+ (P) isomorphe & S (utiliser 10.13,
p. 275).

SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution 13.1. L’origine étant 0, soit a, b, c, z, 2’ les affixes de A,B,C,M, M. La si-
militude (variable) des plaques MAC et CBM’ s’exprime par I’existence de 6 et p tels
que

T — AC BM/
(H}LA_))EHE(B_),BM/) mod2m et — =p=—
AM BC
On en déduit '
N = ol k = pe
z—a c—b

Commec—a =betc—b=a,onendéduit z’ = kz.

Si on fixe des crayons en M et M’, lorsque le crayon M décrit une figure F, la crayon
M’ décrit la figure se déduisant de F par la similitude de centre 0, d’angle €, de rapport

p-

Solution 13.2. 1) Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si rot (B, %)
transforme C en A, ce qui est équivalent a

a—b

c—b
autrement dita a+bj+cj2 = 0. Le triangle est équilatéral indirect si a+bj24cj = 0,
et il sera équilatéral si et seulement si

(a+bj+ci*)a+bj?+cj)=a’>+b*+c* —bc—ca—ab=0

2) Pour que les images des racines a, b, ¢ forment un triangle équilatéral, il faut et
il suffit que

0=a?+b0*+c%—bc—ca—ab= (a+b+c) —3(bc+ ca+ ab)

Les relations entre coefficients et racines donnent bc+ca+ab = p, eta+b+c = —\.
La condition est donc 1 = 1A2.
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3) Soit p, q, 7, a, b, c les affixes de P, Q, R, A, B, C. Supposons 1" direct. On a

= = 2w . r—a _ 2im 9
AQ = ARet (AQ,AR) = —3 soit =e 3 =7
q—a

et deux autres formules analogues. On a donc

) =qi*—r, bG*-1=ri*—p, c(i*-1)=pj®—q

a(j
(P=D(a+bj+ci*)=qi> —r+r—pj+pj—qi*=0

d’olia +bj + cj? = 0.

Solution 13.3. Cette équation estdutype @z +az+b=00U0a # Oetb € R. Soit M
d’affixe z sur cette droite. On aura

az1+az1+b = 0
azo+azz+b = 0
az+az+b = 0
Le systéme linéaire homogéne en x, y, t
21T+ 71y + t =0
29T + 2oy + t =0
ze+zy+t = 0

a une solution (@, a, b), non triviale car a # 0. On a donc

z1 z1 1
det | 20 Zo 1 =0
z z 1
soit z(z1 — Zz) — Z(21 — 22) + 2122 — 22Z1 = 0. En multipliant par ¢, on obtient
I’équation classique d’une droite contenant M1, My de facon évidente. On a donc bien
I’équation de (M;Ms).

Solution 13.4. 1) Comme P et A ne sont pas dans le méme demi-plan limité par (BC),
PBC est indirect et on passe de B a C par la rotation de centre P et d’angle — . On
adoncc—p = —j(b—p),doncp = —j%b — jc et de méme ¢ = —j%c — ja et
r = —j%a — jb. Les trois vecteurs ont méme norme et font entre eux des angles + 2{
carona

a—p = a+j%b+jc,b—q = b+j’c+ja = jla—p),c—r = c+j*a+jb = j*(a—p)

2) Les équations de (AP), (BQ), (CR) sont (ex.13.3)

z@-p)—zla—p)+ap—ap=0
2(b—q) —2(b—q) +bg —bg =0
26—7)—Z(c—r)+cr—2r=0



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Solutions des exercices 373

ouona
ap—ap = jab+ j*ae — j%ab+ jac
bg—bq = jbe+ j*ba — j%be — jba
F—tr = jca+ jich— j%ca — jcb

On constate alors que la somme des premiers membres des équations est identique-
ment nulle. Tout point commun au deux premiéres droites est aussi sur la troisiéme.
Ces trois droites sont concourantes.

Solution 13.5. La méthode est exactement la méme que pour I’exercice 13.3. On
trouve pour équation

2171 21 21
2972 Z2 %2
2323 23 23
22z Zz

det

—_ = =

Solution 13.6. 1) Soit a, b, ¢, z les affixes de A, B, C,M. Supposons ABC direct, on
aa+bj+cj? = 0(ex132). Dol (z —a) + j(z — b) + j2(z —¢) = 0 et
(z —a) + j(z — b) = —j?(z — ¢). Linégalité triangulaire donne

MC = |—j(z—0¢)=[(z—a)+j(z—b)
< |[(z—a)|+|j(z —b)| =MA+ MB

2) L’inégalité |21 + 22| < |21] + |22 est une égalité si et seulement si les images
vectorielles de z; et z5 sont colinéaires de méme sens. L’inégalité précédente est une
égalité si et seulement si les conditions équivalentes ci-dessous sont satisfaites

. z—a . 27
(arg(z —a) = arg(j(z — b))) & (arg(z — b) =arg(j) = ?)
Ceci équivaut a I’appartenance de M a I’arc indiqué.
Solution 13.7. 1) Soit la matrice
— = — ai bl ‘1
M = MatB(OA, 0B, 0 ) = as by co
az by c3
Posons H(ﬁ” = H(ﬁ” = H(YEH = 1, longueur de Iaréte du cube. Alors 71/ est une
matrice orthogonale. On a
A+ 0+ = (a1 +ia2)* + (by + ib2)? + (c1 + ico)?

= (@ +8+) — (@B +03+ ) + 2i(araz + biby + c1c)



374 13 ¢« Nombres complexes et géométrie

La transposée d’une matrice orthogonale est orthogonale, donc les vecteurs colonnes

17{, 17;, 173 de la transposée M/ sont de méme normes et deux a deux orthogonaux. On
a donc _ _ o
a® + 0+ = (|Wl® = [Vell?) + 201 - Vo =0

2) Si 0 est isobarycentre du triangle projeté, on a
0= (a+b+c)? =a®+b*+c* +2ab+ 2bc + 2ca = 2(ab + be + ca)

Onaalors (a—b)2+(b—c)?+(c—a)? = 0, donc a, b, ¢ sont bien affixes des sommets
d’un triangle équilatéral.

3) Considérons les images A’, B', C’ de a, b, c dans P. On suppose a? + b + ¢ = 0.
Il est évident que si A, B, C sont trois points de £ ayant A’, B’, C’ pour projetés, sans
autre hypothése, nous ne parviendrons pas a prouver que ce sont les arétes d’un cube
(prendre par exemple A proche de A’ et B tres loin sur la verticale de B’, nous aurons
0A < 0OB.

Il reste & interpréter géométriquement la condition algébrique a? 4 b% + ¢ = 0. En-
visageons la réciproque ainsi : existe-t-il A, B, C de projetés A’, B’, C’ tels que (ﬁ, (ﬁ%, ac
soient les arétes d’un cube ?

Posons a = a1 + ias, b = by + iby, ¢ = ¢ + icy. On cherche ag, b3, c3 tels que la
matrice
ap b1
M = a9 b2 Co
a3 by c3

soit proportionnelle & une matrice orthogonale, i.e. que la transposée *M soit propor-
tionnelle a une matrice orthogonale. Cela revient a compléter la matrice

a1 ao as
b1 b par une troisieme colonne bs
c1 C2 C3

de fagon a obtenir une matrice proportionnelle & une matrice orthogonale. La condition
a? + b% + ¢ = 0 exprime que les vecteurs

s — — — s — — —
Vi =aie] +bies +cre3 et Vo = agseq + baeg + coes3

A g — — —
sont orthogonaux de méme norme [. On cherche V3 = age{ + bges + c3eg de norme
N _> _> - 7
[ orthogonaux a V; et V4. On a deux solutions opposées

1
‘73 = 1717{M7£: +(aze; + bses + czes)
N 1 1 1
ou ag = 7(5102 —1b2), by = 7(61@ —aycg), €3 = 7(a1b2 —bias)

et =\t rd=/a3 1+
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Solution 13.8.
1) L affixe de M est

1 1 1 o o\ i
Z:5(2/4‘2”):E(a/‘f'a/,)‘f‘i(R/e“D +R//ezgo )ezwt

Le mouvement de M est donc circulaire uniforme de vitesse angulaire w sur un cercle
de centre A, milieu de (A’,A”), de rayon R = %)R’ exp(i@’) + R" exp(ip")

2) Pour que M soit fixe, il faut et il suffit que R = 0, donc que &; = — exp (i(¢” —¢')).

Comme %’, est réel positif et —exp(i(¢” — ¢')) est de module 1, ceci équivaut a

R =R'ety" =¢ + .

Solution 13.9. 1) Si ¢ n’est pas injective, il existe zy # 0 tel que azg = —bZy, d’ou
la| % |zo| = |b] X |z0], d’0U |a| = |b].

Inversement, si |b| = |al, il existe 6 tel que b = ¢?a. Le noyau est I’ensemble des

vecteurs dont I’affixe z vérifie z + ze® = 0, soit arg(z) = 6 — arg(z) + = modulo
27, c’est-a-dire arg(z) = % + % modulo 7. Donc Ker(y) est une droite vectorielle.
2) Labase (1,) de C devient (a + b, ia — ib), donc (13.1.1., p. 349)
1 - _
det(p) = det(a+b,ia—ib) = 2—2,((E+b)(z’a—ib)—(—ia+ib)(a+b)) = |a—|b]?
3) Le réel A est valeur propre si et seulement si I’application z — (a — \)z + bZ est
de déterminant nul, soit [a — A| = |b|. Le polyndme caractéristique est
(a—X)@—X)—|b*=X?—(a+a)X +|a]* — |

Pour trouver les A € R tels que |[a — A| = |b|, on trace la droite horizontale passant
par A qui coupera (ou pas) le cercle de centre 0 et de rayon |b| en les images des a — \.
Si c’est le cas, c’est-a-dire si | Im(a)| < |b|, on a deux valeurs propres réelles A", \”.

Solution 13.10. L’affixe de M est
1 1 1
z= §(z’ +2") = E(a’ +ad") + 3 (R’ exp(i¢)u(t) + R’ exp(igp”)ﬂ(t))

On passe de u a z par une application affine dont I’application linéaire associée est
u — K'u+ K"z ol K' = 1R exp(iy’) et K" = L1R"exp(i¢”). Dans C, u
décrit le cercle trigonométrique et z décrit I’ellipse transformée de ce cercle par cette
application affine. Son centre est le transformé de 0, donc £ (a’ + a”), affixe du milieu
Ade (a',A").

Cette ellipse dégénere en un segment si et seulement si cette application est non
injective, donc (ex.13.9) si |K’| = |K"|, donc si R’ = R”.



376 13 ¢« Nombres complexes et géométrie

La distance de M au centre est
1
AM=|z—a|= 3 R expi(wt+ ¢') + R" expi(—wt + ¢")

* Elle est maximum si R’ expi(wt + ¢') et R” exp i(—wt + ¢”) ont méme argument
modulo 2, donc si wt + ¢' = —wt + ¢ = (¢’ + ¢”) ce qui donne la direction
du grand axe. La longueur du grand axe est donc %(R’ + R").

* Elle est minimum si les arguments de R’ expi(wt + ¢') et R” expi(—wt + ¢")
différent de m modulo 2, donc si wt + ¢’ = —wt + ¢" + 7 = 1(¢’ + " + ) ce
qui donne la direction du petit axe. La longueur du petit axe est donc %|R’ — R"|.

Solution 13.11. C’est un calcul. On peut le simplifier en supposant My, = oo et
en mettant I’origine en M. Pour justifier cette supposition, on peut considérer une
homographie envoyant M, a I’infini et en s’appuyant sur la conservation des birapports
par les homographies (13.15, p. 362).

Remarquons que I’on a ainsi toutes les valeurs possibles du birapport qui sont
égales quatre a quatre. Les modifications provoquées par les permutations paires (resp.
impaires) sont sur la premiere (resp. seconde) ligne.

Solution 13.12. On a les trois valeurs p,1 — }), S dont le produit est —1 et leurs

inverses. Donc on a deux nombres positifs et un négatif parmi ces trois nombres et de
méme parmi les inverses.
Si [A,B, C,D] < 0, I’argument du birapport est 7, d’ou la congruence modulo 27

— —
= = = =

(BC,BD) = (AC,AD) + 7 modulo 27

ce qui donne le résultat.

Solution 13.13. Soit p = [A, B, C,D]. Par I’exercice 13.11, on a ﬁ = [C,A,B,D] et
£ = [B,C,A,D], d’oll

—
BC x DA P AC x DB
\ ‘—‘CABD]‘ : \ | = |ic.B,a,0]| = 2
1-— DC x BA -1 AB x DC
_ | p
Onal= ‘1— —1‘ ‘ ‘+‘ ‘dou
AB X CD < BC x AD + AC X BD
avec égalité si et seulement si —— 5 et -5 ont méme argument modulo 27, Le rapport

étant —p, ceci équivauta p < O et on peut utiliser I’exercice précédent.
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Solution 13.14. 1) [A,B,P,Q] = &= : =3, donc le birapport est —1 si et seulement

si ” : + q # = 0. On obtient la formule en développant.

2) Plagons I’origine en I. Alors a + b = 0 et ab = —a? = —b?. Le quadrangle est
harmonique si et seulement si pg = +a? = +b? ce qui équivaut aux deux relations

Ipl < lq| = lal* = [b?
arg(p) + arg(q) = 2arg(a) = 2arg(b) modulo 27

C’est la traduction complexe de (iz). On a de méme I’équivalence de (7) et (4i7).

Solution 13.15. 1) Il est clair que —j, —j2 Vvérifient la propriété —j2 — j = 1,
|=72l=1-Jl=1

Inversement si p et p’ de module 1 vérifient p + p’ = 1, ona I(p) + S(p') = 0,
donc, ou bien p’ = —p, ou bien o’ = p = p~'. La premiére éventualité n’est pas
compatible avec p + p’ = 1.Donc p’ = p=' =1 — p, d’oli p?> — p + 1 = 0 ce qui
donne le résultat.

2) Si les six valeurs du birapport sont de module 1, c’est le cas de p et 1 — p, donc
nécessairement p est —j ou —j2. On vérifie que c’est suffisant. 11 n’y a plus que deux
valeurs du birapport avec par exemple

1 1
p l—p p p—1

3) Cette relation traduit que les birapports sont de module 1.

4) Si [a,b,c,00] = —j, alors <<% = —j. On passe donc de B a A par la rotation
de centre C et d’angle arg(—j) z —%. Le triangle ABC est donc équilatéral direct et
inversement.

5) Considérons le faisceau F(A,B) de cercles a points limites A,B. Par 13.11
(p. 358), D est sur le cercle C' de F(A,B) passant par C. Il est de méme sur le cercle
A de F(B,C) passant par A et sur le cercle B de F(C,A) passant par D. S’il est sur
deux de ces cercles, il est sur le troisieme a cause de la question 1). Ces trois cercles
appartiennent a un méme faisceau a points de base D’, D" qui sont les points cherchés.

Soit I = (ABC). Pour construire C, on prend la tangente en C & I qui coupe (AB)
en le centre de C.
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Solution 13.16. 1) Ona =2 = Z=% et deux autres relations analogues. On en déduit

a’'—c zZ—cC

V = BE-0+c=pFz—-a)+a
d vyZ—-a)+a=~(Z—-b)+0b
2) La poursuite de ce calcul aboutit &
a —c -
[a, 0, ¢, 00] = = [a,b,¢,Z]

3)OnaM € T sietseulement si [A,B,C, M| est réel, donc si et seulement si
[A",B/,C',00] = [A,B,C,M]. On retrouve I’alignement de A’,B’,C’ sur la droite de
Steiner de M avec en plus la localisation exacte. Ainsi, C" est milieu de (A’,B’) si et
seulement si (A, B, C, M) est harmonique.

4) De méme, le triangle A'B'C’ est équilatéral si et seulement si (A,B,C,M) est
équianharmonique. Un quadrangle est équianharmonique si et seulement si les sy-
métriques d’un sommet par rapport aux cotés du triangle formé par les trois autres,
forment un triangle équilatéral.

Solution 13.17. Soit A, B deux points distincts de transformés A’, B'.

Soit un cercle C du faisceau (A, B) & points de base A, B. Alors A, B étant sur C,
A’ B’ sontsur C' = h(C), donc C’' € F+(4’,B'). On montre la réciproque en faisant
le méme raisonnement pour L.

Soit I" un cercle du faisceau a points-limites (A, B). Alors I" est orthogonal a tout
C € F+(a,B), donc (13.18, p. 363) I'” = h(T") est orthogonal a tout C’ € F+(A/,B'),
donc appartient a F(A’, B’). On montre la réciproque en utilisant » 1.

Soit F un faisceau singulier de cercles n’ayant en commun qu’un seul point A (un
faisceau de droites paralléles si A = co). Pour toute paire C'1, Co de F, {A} = C1NCq,
donc {h(A)} = h(C1) N h(Cy). Les cercles h(C') sont tous tangents en ~(A) (ou sont
des droites paralléles si A = oo), donc sont dans un méme faisceau singulier 7. En
utilisant A=, on montre que tout C’ € F’ est du type h(C) ot C € F.

Solution 13.18. On sait (13.4.2., p. 364) que h a au moins un point fixe U. Alors
A, B, U sont trois points fixes pour k2 = h o h, d’o0 h? = Id (13.15, p. 362) et h est
une involution.

Solution 13.19. 1) Soit C un cercle de F(U, V) (resp. (U, V)). Pour tout M de C,
ona
[U,V,M,h(M)] = —1,
donc k(M) € C car —1 est de module 1 (resp. réel), donc h(C) = C.
Inversement, soit C' un cercle tel que h(C) = C.
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SiU € C,pourtoutM € C, [U,V,M, h(M)] = —1estréel,doncV € CetC € F+(U,V).
Supposons U, V non sur C. Le faisceau F (U, C') est stable et est a points-limites car il
contient le cercle-point {U} avec U ¢ C. Comme h(U) = U, le deuxiéme point-limite
est fixe par h, donc est V. Donc C € F (U, V).

2) a) Supposons que C' € F+(U, V). Pour tout 4, on a [U,V,M, h(M)] = —1, donc
Ay et lestangentes en U et Va C passent par le méme point F ou sont paralléles (13.13,
p. 358).

Inversement, soit C' un cercle, F un point extérieur (éventuellement co). L’application
associanta M € C' le point M o la droite (FM) recoupe C'. C’est bien la restriction a C
de I’involution de points fixes U, V, points de contact des tangentes a C' issues de F.

b) Supposons C' € F(U, V). SoitM € C, F le point ou Ay coupe (UV), I'y le cercle
de F1(u, V) passant par M. Il passe par U, V, M et h(M). Soit O le centre de C et R le
rayon. On a

0F? — R*> = C(F) = FM x Fh(M) = I'y(F)
— FU x FV = (OU — OF)(0V — OF)
D’ou OF(OU 4+ 0V) = R* +0U x OV = R? 4 T'y(0) = 2R?

Ceci montre que F est fixe.

Le point F est intérieur & C, sinon, (réciproque de a)) les points fixes U, V seraient les
points de contact des tangentes & C' issues de F et on serait dans le cas a). Le lecteur
retrouvera cela en montrant que OF < R (utiliser la division harmonique formée par
U, V et les points ou (UV) coupe C).

Solution 13.20. 1) Onahy ' = (hgohy)™! = hyohy, d’o0 I'équivalence (i) < (i4).

La conjuguée hy o hy o h2‘1 = hg o hy o hy est I’involution de points fixes ko (U7 ) et
ho(V1). Pour que ho et hy commutent, il faut et il suffit que ho o hy © h2‘1 = hy, donc
que ho laisse stable {U1,V;}. Comme hgo # hq, Uy, Vy ne sont pas fixes par hy. Donc
{Uy,V;} est stable par hs si et seulement si hy échange Uy et Vq, d’ou I’équivalence
(1) < (ii7) et de méme I’équivalence (i) < (iv).

2) Si ces conditions sont remplies by o hg = hjo(hyohy) = hy. On voit facilement
que I’on a un groupe commutatif avec h; o h; = hy, pour ¢, j, k distincts.

3) Soit Q@ = {Mo, My, Mz, M3}. Pour 4, j, k distincts dans 1, 2, 3, il existe une homo-
graphie h; telle que (13.15, p. 362)
hi(Mo) = M;, h;(M;) = Mo, hi(Mj) = My,

Comme h; échange Mo et M;, c’est une involution, (ex.13.18) donc h; échange M; et My,.
Par le théoréeme 13.15 (p. 362), I’action des h; sur ) les définit entierement. Par son
action sur @, le groupe {Id, hy, ho, hs} s’identifie au sous-groupe de Klein de Sj.
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Solution 13.21. 1) Le groupe des similitudes directes n’est autre que G .. Pour toute
homographie f telle que f(A) = oo, 0na Goo = fGuf L.

2) Les translations sont les homographies ayant oo pour seul point fixe. Leurs
conjuguées dans G, sont donc les élations de seul point fixe A.

3) Soit h de deuxiéme point fixe B. Posons 0 = f(B). Alors s = foho f ! estune
similitude directe de centre 0. Pour tout M, on a

p(h) = [ABM K] = [f(8), f(B), f(M), f(R(M))]
= [00,0, f(M), (foho f7h)(f(M))] = [00,0,M, 5(1)]
ou M = f(M). Ceci n’est autre que le complexe associé a la similitude directe

s = foho f~! dont I’expression complexe dans un repére orthonormé direct est
z +— p(h)z + b ou b est affixe de I'image s(0). On en déduit le résultat.

On dit que p(h) est le birapport de /. Ceci présente une ambiguité car cette notion
dépend de I’ordre que I’on met sur les points fixes, les birapports [A, B, M, h(M)] et
[B, A, M, h(M)] étant inverses I’un de I’autre. Si on s’intéresse au groupe G 4, le point fixe
A joue un réle particulier et, convenant de le mettre en premier, I’ambiguité disparait.

Solution 13.22. 1) C’est une conséquence du théoréme 13.15 : étant donnés deux tri-
plets ordonnés de trois points distincts, il existe une unique homographie transformant
I’un en I"autre.

2) Soit T et T" deux ensembles de trois points. Comme il existe six fagons d’ordon-
ner chaque ensemble, il existe six homographies transformant 7" en T"’. Soit h I’'une
d’elles. Ona hG(T)h=! = G(T"), d’ou le résultat.

3) Il existe une unique involution w; laissant A; fixe et échangeant A; et A, (7, j, k
distincts). Le point de Frégier F; de u; est I’intersection de latangenteen A; a I" et de la
droite (A;Aj) (ex.13.19). L’autre point fixe A/ est point de contact de I’autre tangente
al'issue de F;.

4) On a donc [A;, A, A;,A]] = —1. Le groupe G(T") opére sur {1,2,3} : pour
i€ {1,2,3} et g € G(T'), on définit g(i) par g(A;) = Ay;). On aalors

—1 = [Aj, A, Ai A = [g(4)), 9(Ak), g(Ai), 9(47)]
[Ag(i)> B> Bg(iy, 9(A7)]
ot =1 = [Ag) Agiay Ag(a) Ky
On en déduit g(A]) = A’g(l) Le groupe G(T') laisse donc stable 77 = {A7, A, A5} I
est clair que les ensembles 7" et 7" jouent le méme réle I’un par rapport a I’autre.

5) Si Ay = oo, A estmilieu de (A2, A3), et A (resp. Az) est milieu de (A3, A%) (resp.

(A27 A,Q))
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Solution 13.23. Soit un quadrangle harmonique Q = {Mg,M;, M2, M3}. C’est une
disposition particuliere des paires de points {Mo, M; } et {M2, M3} I’'une par rapport a
I’autre : on peut intervertir deux paires et intervertir les deux points d’une paire sans
changer le birapport —1 égal a son inverse :

-1 = [Mg,M;,Ma, M3] = [My, Mg, M3, Ma] = [Ma, M3, Mo, M;] = [M3, Mg, My, Mo]
= [M17M07M27M3] = [M07M17M37M2] = [M37M27M07M1] = [M27M37M17M0]

Il en résulte huit homographies laissant (@ stable formant le groupe G(Q). Si Q et
Q' sont deux quadrangles harmoniques, il existe huit homographies transformant Q
en Q'. Si hest I'une d’elles, G(Q') = hG(Q)h 1.

Soit @ = {Mo, M1, M2, M3} un carré, My et M; (resp. My et M3) étant deux sommets
opposés. Le groupe cyclique d’ordre 4 des rotations laissant () stable est un sous-
groupe de G(Q). En revanche, les quatre réflexions laissant () stable sont des antiho-
mographies et n’appartiennent donc pas a G(Q).

Cependant, I’involution de points fixes Mg, M; (resp. Mg, M3) appartient & G(Q) et
opére sur @ comme la réflexion autour de la diagonale (MgM; ) (resp. (MaMs)).

Soit I le cercle circonscrit au carré, M{), M} les points de I" oul la tangente est paralléle
a (MgMg) et (M;M3). L’involution de points fixes M(, M| appartient a G(Q) et agit sur
@ comme la réflexion autour de la médiatrice de [My, Mz] et [My,M3]. De méme pour
I’involution échangeant My, My avec Mg, M.

Les groupes G(Q) sont donc diédraux.

Solution 13.24. Si on a [Mp,M;,M2,M3] = —, alors toute permutation paire de
ces points conserve le birapport et toute permutation impaire le change en —j2. La
méthode est la méme que pour I’exercice précédent. Si o est une permutation paire de
{0,1,2,3}, ona [Mo, My, M2, M3] = [My(0), Mo(1), Mo(2)» Mor(3)] €L il €Xiste une homogra-
phie unique &, telle que h,(M;) = M, ;. L'application o — h,, est I'isomorphisme
Ay — G(Q).

Enfin, il est clair que hG(Q)h ™' = G(h(Q)), donc ces groupes forment une classe
de conjugaison de H* (P).
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base orthonormale 163

birapport 217, 355

birapport d’une homographie 380
bissectrice 227
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borne supérieure 9

branches d’une hyperbole 318
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caractéristique d’un anneau 33
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centre 126, 290, 316
de gravité 247
cercle
généralisé 297
orthoptique 347
principal 333
cercle directeur 333
Céva 219
coefficient dominant 60
cbne isotrope 155
congruence 13
conique propre 319
conjugaison 212
contenu 63
coordonnées 206
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corps 28
algébriquement clos 62
des fractions 47
fini 75
critére d’Eisenstein 65, 75
criteres d’irréductibilité 65
cube 274

D
décomposition
d’lwasawa 197
de Dunford 97
LU 196
polaire 196
QR 196
degré total 68
demi-plan 251
dénombrable 5
déplacement 226
dilatation 179, 235
dimension 206
directrice 327
discriminant 74
diviseur de zéro 27

diviseurs élémentaires 108, 129
division euclidienne 31, 40, 60

division harmonique 217
droite

affine 207

d’Euler 225

de Simson 293
dualité 108

E

élation 364
ellipse 317
endomorphisme
autoadjoint 165
cyclique 105
normal 167
ensemble 1
inductif 10
quotient 11
vide 1
équation
d’un hyperplan 208
normale d’un cercle 288
réduite 317, 319
équipotent 5
espace
affine 204
hermitien 163
vectoriel euclidien 159

excentricité 327, 329
exposant 126

F

facteurs invariants 127
faisceau
conjugués 300
de cercles 299
harmonique 218
a points de base 294, 301
a points-limites 294, 300
famille 4
fonction
affine 250, 304
circulaire 304
circulaire normale 290
de Mobius 75

quadratique affine ou f.q.a. 315

forme bilinéaire 147
antisymétrique 150
non dégénérée 148
symétrique 150

forme définie 155

forme quadratique 155

forme sesquilinéaire hermitienne 161

foyer 327

G

groupe
circulaire 362, 366
commutatif 126
cyclique 121
de Klein 130
des angles 190
diédral 122, 126
du rectangle 130
linéaire 181
orthogonal 183
produit 124
spécial linéaire 181
spécial orthogonal 187

H

homographie 362
homothétie 183, 210
hyperbole 318
hyperplan affine 207

|

idéal 30
bilatére 30, 31
maximal 37
premier 37
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principal 37 P

y ,trivial 30 parabole 319

idéaux

étrangers 39
indicateur d’Euler 47
indice 120
inégalité de Cauchy-Schwarz 159
inégalité de Minkowski 160
intersection 2
intérieur d’un triangle 253
inversible 26
inversion 296
involution 365
irréductible 36
isotrope 153

L

lemme
d’Euclide 14, 36
de Gauss 13, 44, 63
des noyaux 94

M

masse 245
matrice
compagnon 88
congruentes 149
hermitiennes 161
orthogonale 163, 188
unitaire 163
maximal 9
Ménélais 219
milieu 205
morphisme
d’anneaux 29
de Frobenius 34
de groupes 120
multi-indice 68

N

nilpotent 35
normalisateur 134
norme hermitienne 162
norme subordonnée 110
noyaux itérés 109

o

orbite 132
orientation 222

du plan 189
origine 206
orthocentre 224
orthogonalité 151, 297

paralléles 208
parallélogramme 205
parameétre 329
p.g.c.d. 14, 43, 45
plan affine 207
point de Frégier 367
point pondéré 245
polaire 323
polyndéme
antisymétrique 73
caractéristique 85
circulaire 288
cyclotomique 65, 74
minimal 85
primitif 63
symétrique 69
symétrique élémentaire 69
polyndmes
annulateurs 86
p.p.c.m. 14, 43, 45
premier 36
produit
cartésien 3
d’une famille 4
mixte 267
scalaire 159
scalaire hermitien 161
vectoriel 269
projection stéréographique 304
puissance 287

Q

quadrangle harmonique 358
quadrilatére complet 234
quotient de sous-espaces 102

R

racines multiples 61
réduction de Frobenius 102
réduction de Gauss 157
réduction de Jordan 99
réflexion 185, 187, 226
régulier 27
relation

binaire 3

d’ordre 8

d’équivalence 11

de Bezout 44

de Chasles 205
repére

affine 206
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barycentrique 247
représentation paramétrique 207
retournement 185, 195, 230
réunion 4
rotation 187

S

segment 221

semilinéarité 161

signature 157

similitude directe 232
simplexe 247

situation orthocentrique 225
sommes de Newton 73
sommet 325

sous-anneau 28
sous-espaces caractéristiques 96
sous-espaces cycliques 103
sous-groupe distingué 123
sous-groupes 119

spectre 86

stabilisateur 132

stathme 40

T

tangente 321
tétraedre
orthocentrique 273
régulier 274
équifacial 277
théoreme
chinois 38, 46
d’Appolonius 294
d’isomorphisme 33, 124
de Bézout 13
de Cantor 7

de Cantor-Bernstein 6

de Cayley 132

de Cayley-Hamilton 86

de correspondance 32, 124

de d’Alembert-Gauss 62

de Hadamard 93

de Krull 39

de Lagrange 120

de Napoléon 353

de Simson 293

de Steinitz 63

de Sylow 134

de Sylvester 157

de Wedderburn 66

de Zermelo 9

de Zorn 10, 39

spectral 166
transformation antisymétrique 195
transformation orthogonale 183
translation 204
transvection 179, 235
triangle direct 249
triangle orthique 225
trigonalisable 92

U

union 2
unité 26

Vv

valeur propre 85
valuation 44
vecteur propre 86
vectorialisation 205
vissage 230
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